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ГСЬКИЙ у н ії

ім. Василя Ствфднн«а

Р.І.Собкович

ДВОСТОРОННІ ІТЕРА ЦІЙНІ АЛГОРИТМ И ВІДШ УКАННЯ 
ПОЧАТКОВИХ ЗНАЧЕНЬ ПЕРІОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ 

ДИФ ЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

За допомогою двостороннього мет оду доведено теореми існування та 
єдиності початкових значень періодичних розв'язків систем диференціальних 
рівнянь.

Чисельно-аналітичний метод відшукання періодичних 
розв’язків систем диференціальних рівнянь, запропонований в [1], дає 
можливість вказувати з певною точністю межі областей, що містять 
точки, через які проходять періодичні розв’язки. Двосторонні 
наближення, побудовані в [2], дають можливість знаходити 
періодичні розв’язки лише при умові, якщо рівна нулю так звана ді­
стала, що рівносильно розв'язанню питання про відшукання 
початкових значень. Дана проблема досліджувалась також в роботах 
[3; 4]. В даній статті вивчається можливість побудови двосторонніх 
наближень як до шуканих періодичних розв’язків, так і до початкових 
значень.

Розглянемо систему диференціальних рівнянь
х ' =f(t, х, х), (1)

де х, /  -  елементи евклідового простору напіввпорядкованого 
конусом невід’ємних векторів, функція /  (t, х, у) визначена і 
неперервна в області D  = (-°°, °°) х  І  х  І, І  -  [а, Ь], періодична по t з 
періодом Т, ізотонна по х і антитонна по у, тобто при t є  (-<*>,<*) і 
х £ х ,  у £ у  виконується н ер івн ість /f,х ,у ) < f(t,x ,y ).  Нехай

м  X, х) = g(t, х, х0- АХ 
де g(t, х, х) не спадає по х і не зростає по у, а для сталої матриці А 
існує обернена, причому А '1 > в  ( 0  -  нуль-матриця). Вважатимемо, 
щ о /і  g  в області D  задовольняють нерівності

Л/ S  f ( t ,x ,y )< ,  М , m - g ( t ,x ,y ) < ,m  (2)
причому

а + А~‘т + ? - Т ( М - М ) < ,Ь -  — Т (М  - М )  + А~'т  (3)

З



т

де Z(t)
■ о

U (Z ,Z )  =

Для відшукання Т-періодичних розв’язків системи (1) 
покладемо х(0) = Я і розглянемо послідовні наближення

1 „ ,0 )= и (гя,г.), г„+І(і)=и(г„,г„) „ = о, і ...(4)
ГЬ + Ц / ( ‘. х . х ) ] '

/ ( & * )

Ц і ї і , х , х ) ]  = (1 - ! - ) ] / ( і,х (* ),х ( ї))с Ь  - ^ - \ / ( 5 , х ( х ) , х ( б ))(Ь ,
1 0 1 і

р(х~х) = Т - '] (А - '8 0 ,  х ,х ) -  Ь[/(1,х,х)))<Ь,
0

х 0О ) = - Т - 'О 3 - Т і  + ~ - ) ( М - Ю  + А-1т , Х<і  = Р(х1 ,Г0) ,

_ Т 2 _ _
хо(І) = Т " '( І2 -  Ті + )(М  -  М_) + А '1 т ,

^ о = Р ’(х 0,х1 )-
Теорема 1. Нехай виконані умови, накладені на функцію /  (і х, 

у), а також нерівності (2), (3). Тоді функції ^„ (1 ), 2„ (1 ), означені 
рівностями (4), задовольняють співвідношення

£ „ « )£ 2 * ,( 0 * І « . ( 0 5 2 .« ) ,  п = 0 ,1  ... . (5)
Якщо при цьому система (1) має Т-періодичний розв’язок 

х * ( і)є І , що задовольняє умову х*(0)=х0 , то при / є [0/7] виконуються 
співвідношення

( х * ( і )
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, п=0, 1... (6)

Доведення. З умови (3) випливає, що a < x 0( t)< ,x o ( t)< ,b . Із 
ізотонності оператора L[f(t, х, у ) ]  по де і антитонності по у  дістаємо:

x„ (t) й  А -'т  -  ~ ( М  -  М )  - (М  - M ) d ( t ) £  Я„ + l [ f ( t , x 0,~xo)] =

= Р (х 0,хо ) + Ь [ / ( х 0,х о ) ] = х І( і) . іе [0 ;Т ] , с1(1) = ~ « Т - і ) .

Аналогічно переконуємось, що х,(1 )< хо (С ). Із одержаних 

співвідношень та того, що Р (х ,х )н е  спадає по х  і не зростає по х ,  
доводиться справедливість нерівностей

X,=Яо <Яг < Яг < Я/ =  Яо,
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звідки достаємо, що
Z 0( t ) < ,Z , ( t ) < .Z ,( t ) ü Z o ( t ) .

Виконання нерівностей (5) для п = 1, 2... перевіряється за 
індукцією.
Очевидно, що x 0( t ) < ,x * ( t ) ü x o ( t ) ,  Хд й х 0 йХ о . Тому

Z , ( t )  =  U (Z 0,Z o )< U (Z * Z * )  = Z * (t)< . U (Z o .Z 0)  = Z , ( t )  
Індуктивний перехід дає співвідношення

Z „ , ( t )  = U (Z„,Z„)< , U (Z * ,Z * )= Z * ( t)Z  U ( Z „ Z , )  =  Z .+, ( t )  
Зауваження. Так як оператор U  неперервний і переводить 

відрізок f Z g,Z o  ]  в свою компактну частину, то при виконанні 
нерівностей (3) рівняння Z=U(Z,Z) має хоча б один розв’язок 

[Z.O’Z o ] .

Дослідимо випадок, коли розв’язок x*(t) єдиний. Будемо 
вважати, що для довільних а й  х й х < ,Ь  виконуються нерівності 

f ( t , x , x ) - f ( t , x , x ) ü K ( х - х )
g ( t ,x ,x )  -  g ( t ,x ,x )  й К ( х - х )  (7)

Теорема 2. Нехай в області D  виконуються умови теореми 1,

нерівності (7), а також всі власні значення матриці Q = ̂ T E + A ~ *  jßT

лежать в одиничному крузі. Тоді послідовні наближення, визначені 
рівностями (4), збігаються при п—**> до функції Z*(t), де функція 
x*(t)el, визначена при fe/Ö; Т], будучи періодично продовженою на 
всю вісь t e (-**>, <х>), є єдиним Г-періодичним розв’язком системи (1). 

Доведення. Із співвідношення (4) з врахуванням (7) знаходимо 
x,+j( t )  -  х а+, (  t )  = X , - X n + d (  t)K m a x^( х , (  t )  -  x „ ( t) )ü  Я» -  Я„ +

+ ~ к  m a x j(X n (t)-  x j t ) )

te[0; T]

Я» - X „ ü ( —E  + A~‘ )K  m axj(x»(t) -  x . ( t ) ) ,  

звідки дістаємо співвідношення (8). В силу умов теореми lim Q" = 0 ,
Я-фм

тому, враховуючи нерівності (6) і переходячи в (8) до границі при 
п -*» , дістаємо

l im x „ (t)=  lim x n( t )  = x * ( t ) ,  lim Я . = lim Я , = х * ( 0 )  = х„"“♦** П—̂om л—»оо Я-+т
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Переходячи до границі в рівностях (4), отримаємо

хд + F(x*,x*) = Т~‘ А~‘ і  [А х  * ( t )  -  g(t,x*,x*)]dt= ,
0

-  Т~'А~,Т\  f  ( t,x*,x*)dt =0
о

звідки випливає, що x*(t) задовольняє при te[0; Т] системі (1). 
Єдиність x*(t) доводиться від супротивного. Позначивши через x j,t)  
періодичне продовження функції x*(t) на всю вісь (-°°, °°), дістанемо, 
що x j j )  -  єдиний Г-періодичний розв’язок системи (1).

Оцінки похибок характеризуються при цьому нерівністю

X n ( t ) - x „ ( t ) < , ^ Q " ^

Зауваження. Використовуючи рекурентне співвідношення

Z .+l( t )= U ( Z n, Z J ,  Z o = { p ( Xx °o Xo) f  х 0 = ~ А - '(т  + т ),  (9)

можна отримати послідовність Т-періодичних функцій, визначених на 
всій осі (-°°, <*>). У випадку збіжності {x„(t)j її границя також буде Т- 
періодичною функцією. Порівнюючи члени послідовностей (4) і (9) 
переконуємось, що при te[0, Т] виконуються нерівності

Z „ 0 ) < Z „ ( t ) i Z « ( t ) ,  п = 0 ,1 . . . .

The theorems o f  existence and uniqueness o f  iniatial values o f  periodical 
solutions o f  differential equations systems by double-sided method.

[1]. Самойленко A.M., Ронто Н.И. Численно-аналитические методы исследования 
периодических решений. -  К.: Вища школа, 1976. -  ISO с.
[2]. Курпель Н.С. О двухсторонних приближениях к периодическим решениям 
дифференциальных уравнений // Труды 5 Междунар. конф. по нелин. 
колебаниям. -  1970. -  Т. 1. -  С. 348-352.
[3]. Курпель Н.С., Марусяк А.Г. О периодических решениях систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений // К.: Ин-т математики АН УССР. -  

1979.- С .  25-32.
[4]. Ронто В.А., Ронто Н.И. Об отыскании начальных значений периодических
решений неавтономных дифференциальных уравнений // Аналит. методы иссл. 
решений нелин. диф. уравнений. К. -  1975. -  С. 132-136.

© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

Т ( М - М ) + А ~ '( т (8)

6

Л.Б.Петришин. Основи бінарної арифметики в кодах Галуа.

Л.Б. Петришин 

ОСНОВИ БІНАРНОЇ АРИФ М ЕТИКИ В КОДАХ ҐАЛУА

Наведено теоретичні основи перетворення форми та цифрової обробки 
інформації в кодових системах Ґалуа і обгрунтовано ефективність їх 
застосування у  порівнянні із відомими методами двійкового кодування. 
Проаналізовано вади динаміки виконання арифметичних операцій в двійкових 
кодах і методів їх уникнення при кодуванні Ґалуа та підвищення швидкодії 
цифрової обробки.

В галузі цифрової обробки повідомлень вирішуються задачі 
кодування, цифрового прийому, декодування та обробки інфопотоків 
на основі арифметико-логічних та дискретних теоретико-числових 
перетворень [1 - 3]. При цьому техніко-економічна ефективність 
цифрової обробки інформації визначається формою подання вхідних 
даних, системою кодування та закладеними алгоритмами. 
Актуальність завдання розробки сучасних методів ефективних 
обчислень зумовлена невпинним зростом точності подання даних та 
результатів, який спричиняє до розширення їх розрядності (в системах 
радіолокації і обробки зображень) та розмірності вирішуваних задач 
(в комп’ютерній томографії, сейсмодіагностиці і метеорології), що в 
процесі обробки зумовлює до значного зростання об’ємів обчислень і 
вимагає розробки та впровадження швидких високоефективних 
алгоритмів [4 -8 ].

Результати досліджень вказали на ефективність теоретико- 
числових перетворень із застосуванням теорії полів Ґалуа [9 - 12], які 
дозволяють реалізувати швидкі прямі алгоритми обчислень, що 
зумовлені простотою апаратної реалізації на базі процедур зсуву. 
Коди Ґалуа володіють одними із кращих характеристиками кодової 
дистанції (для п>6) і кореляційних функцій, а також множинністю 
алгоритмів декодування, які реалізуються на основі високорегулярних 
послідовних структур [4 - 6,13]. Всі Т -1  и-розрядні ненульові кодові 
комбінації послідовності Ґалуа є результатом циклічного зсуву 
вихідного ненульового кодового фрагменту і мають однакову вагу, що 
характеризує їх як еквідистантні, або симплексні.

В скінчених полях Ґалуа на основі властивостей, наведених в 
[2, 3, 7 - 9, 13, 14] означені алгоритми основних арифметичних 
модульних за деяким простим числом р  операцій сумування та 
множення, на підставі яких базуються похідні операції віднімання та 
ділення [1 ,7 ,13 ,14]. Існуючі алгоритми логарифмування- 
антилогарифмування, функцій Якобі-Зеха (звичайних та 
модифікованих), із сумуванням за mod 2 часткових добутків та кодів
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поправок, на основі регістрів зсуву із зворотними зв’язками, 
двійкових векторів та поліномів, розкладу за нормальним базисом 
[14, 15] в окремих випадках мають достатньо просту технічну 
реалізацію, однак передбачають виконання цілого ряду послідовних 
проміжних операцій, що значно зменшує швидкодію обчислення 
кінцевого результату, а за деяких умов унеможливлює використання 
певного алгоритму.

Так, процедура перемноження двох векторів

А(х) = ак., х*'1 + ак.2  хк'2 + . . . + а іх  + а0
Н(х) = йг_/ хг~І + Ьг.2  х'~2 + . . . + А/ х  + к0

передбачає виконання послідовної згортки на періоді слідування к+г 
тактів, починаючи із коефіцієнтів старших порядків із формуванням 
добутку

А(х) Н(х) = ак., Иг., х*+г~2 + (ак.2  К ., + ак_, К-2)  х Ґ г'} +
+ (ак.3 К.] + ак.2 Иг.2  + ак.і К_г) хк+г'4 + . . .  +
+ (а0 + а; й; + а2 Ио) х 2 + (а0 А; + а, к0) х  + а0 Ав

За умови простої технічної реалізації наведеної процедури на 
основі регістрів зсуву швидкодія вказаного методу достатньо низька 
та визначається розрядністю к та г операндів і, відповідно, кількістю 
тактів перемноження (максимально теоретично можлива - к+г ).

Відомо, що найвищою швидкодією володіють методи із 
розпаралелюванням обчислень результатів цифрової обробки. Той 
факт, що на сьогоднішній день не відомі методи паралельного 
виконання арифметичних операцій безпосередньо в кодах Ґалуа, 
зумовив актуальність проведення досліджень щодо можливості 
реалізації та розробки основ бінарної арифметики реального часу в 
полях Галуа.

Розроблений метод виконання основних арифметичних 
операцій в кодах Ґалуа Грунтується на безпосередній паралельній 
обробці операндів на підставі синтезованих логічних функцій 
порозрядного сумування за тосір [3].

Нехай для двох заданих операндів

А(х) = ^  йіХ1 тосір
»□

та
0 -0

В(х) = (Іі х’ тосі р
0=0

результатом сумування визначений поліном

Л.Б.Петришин. Основи бінарної арифметики в кодах Ґалуа.

С(х) -  ^  Сі Xі mod р ,
0=0

який можна подати у наступній формі:

С(х) = (a„.,d„.r‘ +a„-2d„.2n~l + ■ ■ ■ + а 4 Г ‘ +а<4о"'‘)  х"'1 m odp  +
+ (an,id„,"~2 +a„.2d„.2n'2 + . . .  +a/d "~2 +aodo"'2)  x"'2 mod p  +
"b . +
+ (a„.,dn_,1 + a„_2d„_2 1 + . . .  + a ,d ,' + aodo') x ' mod p  +
+ (an.,d„.,° + a„_2d„_2 ° + . . .  + a,d,° + a,J() )  modp  =

= ^  g,- dj‘ x‘ mod ^  Cix'm odp, (1)
0-0 3=0 0=0

де dj -  значення проміжних коефіцієнтів перемноження коефіцієнтів 
а, поліному А(х), отримані після перетворення коефіцієнтів d, 
поліному D(x) для синтезу коефіцієнта с(х) у'-го степеню при х 
результату С(х), причому в наведеному розкладі а, = а,.

З метою отримання аналітичних закономірностей для 
обчислення dj необхідно здійснити кілька теоретико-числових 
перетворень формального переходу із послідовного рекурсивного 
виконання операції сумування в паралельне векторне.

Для прикладу поля Ґалуа GF(24)  із породжуючим вектором 
10011 рекурсивна послідовність кодових елементів 111101011001000 
подається формалізовано у наступному вигляді:

b], b2, b3, bj, b,®b4, Ъ,®Ь2®Ъ4, Ьі®Ь2®Ьз®Ь4, Ьі®Ь2®Ьз, b2®b3®b4,
bi®b3, b2®b4, Ьі®Ь3®Ь4, b]®b2, Ь2®Ьз, Ьз®Ь4, bі, b2, Ь з .

В табл. 1 наведено порядкові номери дискретних повідомлень в 
десятковій системі числення, відповідні їм кодові слова Ґалуа та 
формалізоване подання всіх 4-розрядних кодів Ґалуа, виражених через 
л = 4 перші члени Ь\, Ь2, Ь3, Ь4 згідно рекурсивного закону. Із 
формалізованого рекурсивного запису кодів сум повідомлень операція 
додавання двох кодів А(х) та D(x) визначається як процедура 
рекурсивного зсуву, починаючи з вихідної позиції заданого коду А(х) 
на кількість дискретних позицій, визначену десятковим еквівалентом 
іншого заданого коду доданку D(x). Для систем кодування порядку п 
аналогічно визначаються значення я-розрядних сум за mod2 кожного 
із елементів послідовності Ґалуа.

Табл. 1 є операційною таблицею паралельного сумування кодів 
в полі GF(24), заданому породжуючим вектором 10011. Для виконання 
операції над кодом операнду А(х), наприклад, 0101 (4) проводяться дії, 
що визначаються логічним вектором D ’(х)
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Таблиця 1

Формалізоване подання кодів Ґалуа GF(2 )

№ Код
Ґалуа

Розряди кодів Ґалуа, виражені через Ь і,  Ь2, Ьз,

0. 1 1 1 1 ь, Ь 2 ь, Ь4
1. 1110 ь2 Ьз Ь4 Ь і® Ь 4

2. 1 1 0 1 Ьз Ь 4 Ь і® Ь 4 Ь/(ВЬ2® Ь 4
3. 1 0 1 0 Ь4 Ь і® Ь 4 bi®b:®b4 Ь і® Ь 2® Ь з® Ь 4
4. 0 1 0  1 ь,®ь4 bj®b2®b4 Ь і® Ь 2® Ь з® Ь 4 Ь і® Ь 2® Ь з

5. 1 0  11 Ь і® Ь 2® Ь 4 Ь /® Ь 2® Ь з ® Ь 4 Ь /® Ь 2® Ь з Ь2® Ь з ® Ь 4
6. 0 1 1 0 Ь ]® Ь 2® Ь з® Ь 4 Ь і® Ь 2® Ь з Ь 2® Ь з ® Ь 4 Ь і® Ь з
7. 1 1 0 0 Ь і® Ь 2® Ь з Ь 2® Ь з ® Ь 4 Ь : ® Ь з ь2®ь4
8. 1 0 0  1 Ь2® Ь з® Ь 4 Ь і® Ь з b2®b4 Ь і® Ь з ® Ь 4
9. 0 0  10 Ь і® Ь з Ь 2Ф Ь 4 Ь і® Ь з ® Ь 4 Ь і® Ь 2
10. 0 1 0 0 Ь2® Ь 4 Ь /® Ь з@ Ь 4 Ь і® Ь 2 Ь 2® Ь з

11. 1 0 0 0 Ь /® Ь з® Ь 4 bi®b2 Ь 2® Ь з Ь з® Ь 4

12. 0 0 0  1 bj®b2 Ь 2® Ь з Ь з® Ь 4 ь,
13. 0 0  11 Ь 2Ф Ьз Ьз<$)Ь4 ь, ь2
14. 0 1 1 1 Ь з® Ь 4 Ь , ь2 Ьз

відповідно значенню В(х), наприклад 0110 (6), тобто, для обрахунку 
кожного розряду С(х) одночасно виконуються наступні операції:

ь, ь2 Ь3 ь.
А(х) = 0 1 0 1
D(x) = 0 1 1 0

0 ’(х) => Ь,®Ь2®Ьз®Ь4 Ь/®Ь2®Ьз Ь2®Ь}®Ь4 Ьі®Ь3 
0 Ф 1 Ф 0 Ф 1  0 Ф 1 Ф 0  1 Ф 0 Ф 1  0 Ф 0

С(х)=  0 1 0 0 = 10(ю).

Код Ґалуа результату С(х) = 0100 відповідає десятковому числу 
10(ю), яке і є результатом суми чисел 4(м> та 6()0) - десяткових 
еквівалентів операндів Ґалуа А(х) та В(х).

Прикладне застосування пропонованого методу виконання 
арифметичних операцій полягає у розробці реальних кодових матриць 
програмованого перетворення системи кодів. Для цього згідно табл. 1 
будується табл. 2 коефіцієнтів <і}, що відображає розряди 
програмування вмісту масиву елементів пам’яті як постійної пам’яті, 
або програмованої логічної матриці, де кодовий рядок Ґалуа визначає 
коди (іі (1} сії До адресної вибірки масиву пам’яті, а рядки 
іі'! -  вихідні коди його адресованого вмісту.
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Таблиця 2
Значення проміжних коефіцієнтів іі)' операції додавання кодів 

в полі Ґалуа ЄР(24)

№ адреса d f d f d f d , * d / d j d l i r d } d ! d U i l d U 'd i 'd id !
0. 1111 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1. 1110 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
2. 1101 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1
3. 10 10 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
4. 0 10 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
5. 10 11 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1
6. 0 110 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0
7. 1100 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1
8. 100  1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
9. 0 0  10 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
10. 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0
11 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
12. 0 0 0  1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
13. 0 0  11 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
14. 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

В узагальненому випадку блок перетворення кодів, що виконує 
функцію перетворення елементів di в dj представляє собою масив 
елементів пам’яті з організацією п х п2.

Операція перемноження операндів в полі Ґалуа зводиться до 
сумування значення одного із операндів А(х) кількість разів, 
визначену значенням іншого операнду D(x) із приведенням кінцевого 
результату за mod 2"-1.

Для зменшення громіздкості викладок в якості прикладу 
приймається поле GF(23), синтезоване за вектором 1011. Отримана 
кодова послідовність 1110100 подається у наступному вигляді:

Ь і, Ь2, Ь3, Ь,®Ьз, Ьі®Ьг®Ьз, bj@b2, Ь^®Ь3, Ь;, Ь2 , Ьз.
Вираз, що описує процедуру перемноження в полі Ґалуа, 

аналогічний виразу (1) процедури додавання, з тією різницею, що 
коефіцієнти dj при перемноженні будуть функціоналом не тільки 
значень diy але й а,-:

dj = f(d„  a j. (2)
Значення функціоналу (2) для прикладу поля GF (2і) наведені в 

табл. З, в якій з метою спрощення табличного відображення прийнято 
умовне позначення 6, = і. На підставі табл. З синтезовані значення 
коефіцієнтів dj (табл. 4) програмування масиву елементів пам’яті 
розмірності 2п х п2 (6 х 9). В таблиці коди Ґалуа операндів А(х) та D(x)

11



є 2я-розрядними кодами адресної вибірки пристрою перетворення 
кодів, на «^-розрядній шині даних якого формуються значення о?/, 
згідно яких здійснюється оперування над значеннями розрядів коду 
А(х).

Таким чином, із наведеного можна підсумувати, що реалізація 
арифметичних операцій над кодами в полі Ґалуа дозволяє вилучити 
істотні недоліки двійкової арифметики, один із яких -  наявність 
міжрозрядних переносів, що знижують швидкість виконання 
арифметичних операцій, в результаті чого підвищити швидкодію 
процесора. Інший -  позиційність кодів, яка призводить до 
нерівноймовірного значення помилки в довільному із розрядів коду 
числа, що дозволяє зрівноважити значення помилки спотворення 
розрядів коду. В той же час запропоновані паралельні методи 
порівняно із існуючими методами оперування в полі Ґалуа дозволяють 
виконувати одночасну обробку всіх розрядів та формування коду 
результату в реальному часі, в наслідок чого скоротити час 
обчислення результату від п для відомих методів до одного такту для 
запропонованого.

Швидкодія запропонованих арифметичних пристроїв 
визначається часом доступу до вмісту масиву елементів пам’яті - ,
часом перемикання ключів -  і часом сумування - гс в модульних 
суматорах:

Та — &> + & +

Швидкодія відомих двійкових накопичуючих суматорів паралельної 
дії визначається розрядністю п кодів сумування і становить [16,17]

Т д.с. ~ П Ґо + (п~1) Ізатр.,

де і0 -  час спрацювання одного суматора, ізатр. -  час запізнення в лінії 
затримки.

Основний недолік останніх -  низька швидкодія, зумовлена 
значним часом передавання бітів переносу. Максимальний час 
сумування двох чисел в паралельному накопичуючому суматорі з 
наскрізним переносом визначається як

Т ”д.с. = 2 Ґ0 + иатр, + (п-і) (Іі + іа6о),

де и, Іабо - час запізнення сигналу в логічних схемах комутації.
Для алгоритму перемноження, що володіє максимальною 

швидкодією [18] і описується визначенням суми часткових добутків 
на і - му кроці:

5, = 5,-./ + А Ь, 2~"+‘~',
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Таблиця 4

Л.Б.Петришин. Основи бінарної арифметики в кодах Ґалуа.

Значення коефіцієнтів операції перемноження кодів в СР(23)

111 1 1 0 101 0 1 0 100 001 011
1 100 100 100 0 1 0 100 00  1 00  1
1 100 100 100 0 1 0 100 00  1 00  1
1 100 100 100 0 1 0 100 00  1 00  1
1 100 100 100 100 100 100 100
1 100 0 10 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 100 00  1 00  1 00  1 00 1 00  1 00  1
1 100 0 1 0 00  1 1 0 1 111 1 1 0 0 1 1
0 100 00  1 1 0 1 111 1 1 0 0 1 1 100
1 100 1 0 1 111 1 1 0 0 1 1 100 0 1 0
0 100 00  1 111 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0
1 100 1 0 1 1 10 100 00 1 111 0 1 1
0 100 111 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 10 100
1 100 1 0 1 0 1 1 00  1 1 1 0 0 1 0 111
0 100 111 100 1 0 1 0 1 1 00  1 1 1 0
0 100 1 1 0 0 1 0 111 100 1 0 1 0 1 1
0 100 111 0 1 0 1 1 0 00 1 0 1 1 1 0 1
0 100 1 1 0 00  1 0 1 1 10 1 100 111
1 100 0 1 1 1 0 1 100 111 0 1 0 1 1 0
0 100 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 111 00 1
1 100 0 1 1 111 00 1 100 1 1 0 1 0 1
1 100 1 00 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 111

де А -  множене, В = Ь„_, ,...,Ь0 -  множник, А 2'п+"1 -  відповідає
пересиланню множеного на першому кроці в суматор, а швидкодія 
визначається виразом

Тд.м. ~  Ісм. Я, 
де <см. -  час сумування двох чисел.

Аналіз вказує на вищу швидкодію процесорів Ґалуа, оскільки 
значення величин Г*, 4 , іс значно менші значень величин <о, , ісм_
із врахуванням п міжрозрядних послідовних переносів та процедур 
формування сум. Виграш в швидкодії досягається за рахунок 
нарощення потужності апаратних засобів, оскільки потребує 
використання масиву елементів пам’яті ємністю п х п2 для суматорів 
та 2п х п2 для перемножувачів, поля п2 ключів комутації і я-входових 
пристроїв сумування за тосі 2.

Позитивною властивістю структур арифметичних процесорів 
Ґалуа є високий ступінь однорідності обчислювального середовища
[3], що визначає перспективу їхньої реалізації в мікроелектронному 
виконанні.
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Theoretical bases o f  form  transformation and digital processing o f  information 
in the code systems Galois's are led and an efficiency o f  their application by 
comparison to the known methods o f  the binary encoding is grounded. Lacks o f  
dynamics o f  implementation o f  arithmetic operations in the binary codas and methods 
o f  their avoidance in case o f  the Galois's encoding and rise o f  fa s t  acting o f  digital 
processing are analyzed.
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Т.П. Гой, І.Я. Чаплинська

НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ 
СЛАБКОНЕЛІНІЙНИХ ГІП ЕРБОЛ ІЧН ИХ  РІВНЯНЬ ЗІ 

ЗМ ІННИМ И КОЕФІЦІЄНТАМ И

Дослідж ена задача з нелокальними двоточковими умовами за часовою 
координатою та локальними крайовими умовами за просторовою змінною х  для 
слабконелінійних гіперболічних рівнянь високого порядку з і змінними за х  
коефіцієнтами у  прямокутній області. Д ля майж е всіх (відносно міри Лебега) 
параметрів задачі встановлені умови існування єдиного класичного розв'язку  
іадачі.

Інтерес до задач з нелокальними крайовими умовами для 
диференціальних рівнянь з частинними похідними зумовлений як 
потребами загальної теорії крайових задач, так і запитами практики 
(див., наприклад [1-5] та бібліографію в них). Такі задачі є, взагалі, - 
некоректними, а їх розв'язність у багатьох випадках пов'язана з 
проблемою малих знаменників.

Дослідження задач з періодичними крайовими умовами за 
часовою змінною для нелінійних гіперболічних рівнянь започатковані 
у роботі [6]. Задачі з нелокальними крайовими умовами, що 
узагальнюють умови періодичності, для нелінійних гіперболічних 
рівнянь і систем першого та другого порядків вивчались, зокрема, у 
[7-13].

У даній статті, яка є розвитком робіт [14-16], встановлені умови 
класичної коректності у прямокутній області задачі з двоточковими 
нелокальними умовами за часовою змінною для слабконелінійних 
гіперболічних рівнянь зі змінними за х  коефіцієнтами у лінійній 
частині оператора.

1. Розглянемо в області () = % і,х ) : іе (0 ,Т ) ,х є ( 0 ,Ь ) }  задачу

Р Ы ) = Ъ а, ~ 3 7 V і, х ) =#■(*,х ,и ( і ,х ) \  (1)
s=o dt

d Ju ( t,x ) d Ju ( t,x )
= V . j - 0J....Jn-l. га

t=Td t1

Lru(t,0)  = Lru (t,b )  = 0, r  = 0J,...,n — l, (3)
де as e  R, s =0,l,...,n, a„ = l ,a 0 * 0 , є ,ц є  C \{ 0 } ;  оператор P (u )  -  
строго гіперболічний за Петровським;
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самоспряжений диференціальний оператор з коефіцієнтами
р ( х ) ї р о >0, ч ( х ) > 0 ,  р є  С 2л~‘ ({0 ,Ь ]\ Че С 2"-2(/0 ,Ь ]). 

Припустимо, що функція /(* ,* , г) визначена і неперервна за І 
та достатньо гладка за х, г  в області 
0  = { ґ і ,х ,г ) : ( і ,х ) є  ( ) , \г І£ г  <°о}. Інші умови на функцію / ( / ,л ,г )  
будуть з'ясовані пізніше.

Позначимо через А  = {А* }НЛГ та Д = { А 'І }НЛГ відповідно
множину власних чисел та множину власних функцій задачі Штурма- 
Ліувілля

І Х ( х )  = Х Х (х), Х (0 )  = Х (Ь )  = 0 . (4)
Відомо [17], що множина £1 є повною та ортогональною в 

а всі власні значення задачі (4) є додатними та різними.

Крім цього, Х к( х ) е  С 2" ([0 ,Ь ]),к е  N. і справджуються такі 
асимптотичні оцінки:

с0к 2 <, Хк £  с ,к 2, 0 < с 0 <,с,. (5)

* * Х к( х )
СІХ*

2. Розв'язок задачі (1 )-(3) шукаємо у вигляді ряду

Ф . х )  = 2 ,и к( і ) Х к(х ) . (7)
Ы1

Якщо ряд (7) і ряди, отримані з нього почленним 
диференціюванням за^мінною х  до порядку 2п включно, рівномірно 
збігаються в області б ,  то функція и((,х), визначена формулою (7), 
очевидно, задовольняє умови (3).

Підставивши ряд (7) у рівняння (1) та умови (2), для визначення 
кожної з функцій ик(і) ,к є № , одержимо таку крайову задачу для 
нескінченної системи звичайних диференціальних рівнянь:

% а,Х £-и(к2‘> 0) =  єГк(і,{ит( і)} \  Хк е  А ,т е  2 , (8)
5=0

и[п (0 )  = Ци(к» ( Т ) ,  ]  =  0 ,1 ,...,2п -1, (9)

Є  Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

тах
*ь[0Л>) й  с3Х{/2, с2 = с2( і ) , і  = 0,1,. . . М  к е  N .  (6)

де

& 0 .{ « т0 ) } )  = ) А . х . Т т. , “« 0 ) Х „ ( х ) ) х к(х)<іх, к є к  (10)
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коефіцієнти розвинення функції /  і ( ,х ,^ к^,ик( і ) Х к(х ) )  у ряд за 
ортогональною системою І2 .

Покажемо, що задача (1)-(3) зводиться до еквівалентного їй 
нелінійного інтегрального рівняння.

Для кожного к е  N  розглянемо задачу з умовами (9) для 
лінійного рівняння

±аМ М 2!)(О=0. (Н)
£=0

Згідно з припущенням про строгу гіперболічність оператора Р, 
корені характеристичного рівняння

± а Л 2‘ =0
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(12)

с дійсними та простими (випадок кратних коренів призводить лише до 
більш громіздких викладок). Тому рівняння (11) має таку 
фундаментальну систему розв’язків:

икі( і )  = ехр^Т]) ^ )  ик„+і( і )  = ехр{-іі); Д Г ')  }  = 1,~>п, 
ле тіу.у = 1,.. .,я ,-  додатні корені рівняння (12), а характеристичний 
низначник Д(Х.І ) задачі (11),(9) обчислюється за формулою

Ц Хк) = Ґ 2 " Х < м >/2 ~П2РЇ  х

х (;  -  м Ці -  И ехр{- ))• (13)
І=1

Зауважимо, що якщо виконується хоча б одна з наступних умов: 
І)  | ц  |* 1; 2 )  ( \/Х к є  А )  агу ц  ± -у[Х ^Т]*  2топ,у = 1,...,п, т е  І ,  

то визначник А(Хк )  тотожно відмінний від нуля для всіх Хк е  А .
Надалі вважатимемо, що для всіх Хк є  А А(Хк) * 0 . Тоді 

розв'язок лінійної задачі (1)-(3) (коли Е = 0)  буде єдиним і для 
кожного k e N  існує єдина функція Ґріна Єк(1,т) задачі (11),(9).

У квадраті К Т : 0< І,Х< .Т}, за винятком сторін т  = 0 і
Т = Т , функції С?*(7,т) ,  к е  N ,  визначаються формулами

о к( (, т ) = и & Г ' ± і ( - і ) ' г і ; ‘п І Ї - і ї У *
і-іР=<

х е х р { ( - 1 Г і ^ sgn(t -т) +

5=1
Ш -

ї и т е т

і  Ми

НАУКОВА М8ЛЮТСКА
« • « . в



На стороні т  = 0 (т  = Т )  квадрата К т кожну з функцій Gk ( t ,т), 
k e  N , доозначимо за неперервністю справа (зліва).

За допомогою системи функцій {G k( t , z ) , k s  N }  задачу (8), (9)
зводимо до еквівалентної їй нескінченної системи нелінійних 
інтегральних рівнянь

т
uk( t )  = e \G k( t ,T ) f k(T ,{um(T)})dx, k , m e N .  (15)

о
Припустимо, що ряд

i c k( t .T )X k( x ) X k( S )  (16)

рівномірно збігається в області Q x Q  до деякої функції K ( t ,x ,т,£). 
Тоді задача (1),(2) еквівалентна інтегральному рівнянню

u (t,x )= e jK ( t.x ,T ,S ) f(T ,% ,u (T 4 ))d x d £ . (17)
G

Збіжкість рядів (7) і (16) у загальному випадку пов’язана з 
проблемою малих знаменників, бо відмінні від нуля вирази

7 -  /і ехр(± ;\Д т }  j T \  j  = l .....п ,  (18)
що входять знаменниками у формули (14) можуть бути як завгодно 
малими за модулем для нескінченної кількості Хк є  А .

У випадку І* 7  вирази (18) не є малими знаменниками, що 
випливає з оцінок:

11 -  Цехр(± )| = 11-1 ц  І ехр(/(± . Д 7 Л /  + argn))| =

= ^ l - 2 | ^ | c o s ( ± V M /  + a rg n )H n |2 >j 1-ІМ-І|, j  = l,...,n . (19)
З (14) та (19) одержуємо, що в кожному з трикутників

0 S t < т  S Г та 0 < т < t < Т  виконуються оцінки

©  Вісник Прикарпатського університету Математика. Фізика. 200!. Випуск 2.

max
д ’

0<J<,Tdts

с3к ''-2n+s

с4к '-2я+І
"  (20)

де s  =  0,1, . . .£п,

с3 =Тс,(1 + \ц \)2В т) ' , с4 = Тс , ( /+ 1 ц  \ ) і -  \ р  Впт\ ' ,
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Т] = min IT)j І, В = max YlWj ~Vs І •
y-Л ...л  J s~ l 1

і *,
Якщо ж |М |=7, то ряд (16) є, взагалі, розбіжним, однак малі 

знаменники (18) лише незначною мірою погіршують його збіжність, 
що випливає з наступного твердження.

Лема. Для майже всіх (відносно міри Лебега в R) чисел 
r \ j , j  =  7,...,и , та Т > 0  ряди

у ____________ 1____________  , = ] п
к=,к2"~' \ 1 - /j .exp(±iJX^T]jT) \  1 

де І [і |= 7, збігаються, якщо п > 2 .
Доведення леми проводиться за схемою доведення леми з [14] з 

використанням оцінок (6).
З цієї леми та оцінок (20) випливає, що для майже всіх 

(відносно міри Лебега в R) чисел X\J tj  = 1,—,л , та Т > 0 при п > 2 ряд

(16) рівномірно збігається в області Q x Q ■

3. Розглянемо питання про існування розв’язку інтегрального 
рівняння (17) з простору C 2"(Q).

Теорема. Нехай п>  2 , функція f ( t , x , z )  неперервна за t і має в 
області D обмежені похідні за змінними х, z  до п'ятого порядку 
включно, причому справджуються умови

U f ( t,0,u)  = U f ( t ,b ,u ) ,  q = 0;1, te [ 0 ,T ] .  (21)
Тоді, якщо I /г |= 7, то для майже всіх (відносно міри Лебега в R) чисел 
Т>  0 , i \ j , j  = 1,...,л, та для всіх є, |е |< £;> а якщо \ц \* І ,  то для 

довільних фіксованих T)j , j  =  Т > 0 ,  і для всіх є, |є |< є 2, існує
єдиний розв’язок інтегрального рівняння (17), який належить 
замкненій кулі S(r) ,  де

S ( r )  = \i( t,x )&  C 2" ( Q)  : | | « г < - j

■ f r  J )  - f r  J )
є .  =min --------- ,---------- , Є, = m i n \--------- ,--------- - ,

'  (Ф ,(1  + г )  Ф ,(2  + г ) )  [Ф 2(1 + г )  Ф2(2  + г) )

ФІ( а )  = c2c3c5a 4W ( n + l ) (2 n  + l ) f  max(l, с "~2),

Ф2( а )  = с2с4с5а 4 (n  + l) (2 n  + l ) f  max{l, с"~2).
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W -  У У ______________ -________________ ,
*.;/«/11 - ц  ехр( i ^ t l j T  )\\ 1 -М  exp(-iJ \^T] jT ) \

f  = max max
0Si;+jjS5 Ь

ds'+s’f(t,x,z)
dxs'dzsi 

стала c5 з оцінки (24.)
Доведення теореми проведемо для випадку І ц  |= / .  Інтегральне 

рівняння (17) запишемо у вигляді
u(t,x) = Au(t,x), (22)

де А -  нелінійний інтегральний оператор
Au(t, х) = £ J K(t, х, і, %)f(T, и(т, t; ))dzd^, (23)

Q
визначений у кулі S ( r ) ,  та покажемо, що для майже всіх (відносно 
міри Лебега) чисел t ] j , j  = та Т > 0 оператор А переводить кулю 

S (r ) у себе, тобто II Аи Ilc J*('2>~ г ■

Якщо функція u(t,x) вигляду (5) належить кулі 5 (г) і 
виконуються умови (21), то з (10) одержуємо оцінки

max\fk(t,{um(t)/} < с5х/ 2 гпах dq f(t,x,u(t,x))
дхч

q =0,1,...,4. (24)

Користуючись правилом диференціювання складної функції, 
знаходимо

b pf ( t , x , u ( t , x j )
------------- II C‘"(Q,>max_

(t.x*e дхр
S / t + I H U n )  * 7 ( l  + r Y .  p  = 0 ,1 ,...,4 . (25)

Тепер з формули (23), враховуючи оцінки (20),(24) та (25), одержуємо
I A u ft.x J iІС"(В) '

1̂ є IX  X  т а х -
k=lj+sZ2n(‘-x£Q

J Gk (t,T)j f(T,lu(T,Z))Xk (x)X(Z)dni4 
at ax 0 0

^  £ I S  X  max-  
k=l

Э J-H

dtsdxJ g
\G k( t ,T ) fk ( j ,{ u m(T )} )d T X t (x )

^  є I S  X  max
k = l j+2s<2n 0SxSb

djXk(x)
dxJ

max
оя<,т dts о

j G k ( t , r ) d z

< c2c3cs(l + r)4W(n + l)(2n + l ) f  max{l,c"~2)\е\=ФІ(1 + г)\є\<г.
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Покажемо тепер, що оператор А для майже всіх (відносно міри 
Иг(ісга) чисел т)і , 7 = п, та Т >  0 є оператором стиску. Нехай
к ,,14] є  5 ( г ) .  Позначимо

р ( І , х )  з  / к , х , и 2 ( і , х ) \

її  = 9 и , ( 1 , х )  + (1  - в ) и 2( І , х ) ,  0 < в й 1 .

Із (23), враховуючи лему, оцінки (20), (24), (25) та формулу 
Іініранжа про скінченні прирости, одержуємо, що для майже всіх 
чисел г\ґ )  = 1,...,п, та Т > 0 справджується оцінка

\ \ А и , - А и 2\\с ,  -  <
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х| ЄI J l G k(t,r)F(t,x)Xk(x)Xka))dzd^ 
Це*-/ C2"(Q)

- « і

dF(T,£,u)
dt

-}G t ( t , r )d r
dJXt (x)

dt1

x max
OZtZT j - du

За умов теореми \є\Ф,(2 + r)< 1, тому оператор А, визначений 
формулою (23), є оператором стиску для майже всіх (відносно міри 
Мг(ісга) чисел T )j,j = 1,...,п, та Т > 0. Згідно з теоремою 1 з [18, розд.
U>| інтегральне рівняння (17), а отже, і задача (1)-(3) має єдиний 
р о п ’язок.

У випадку І ц \*  1 доведення теореми проводиться за тією ж 
і чгмою. Теорему доведено.
Іиуваження. Розв’язок задачі (1)-(3) можна шукати як границю 
послідовності (us(t,x)}, де и0 -  довільна функція з кулі S(r), де 
u,,l(l,x) = Aus(t,x), se N.

We study problem with non-local two-point conditions in time variable and local 
iHiundary conditions in a space variable x  fo r  weakly non-linear hyperbolic high-order 
n/uations with variable coefficients in rectangular domain. For almost all (with respect 
і» l.tbesque measure) parameters o f  the problem we establish conditions fo r  the 
«і lutence o f  a unique classical solution o f  the problem.
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М.І. Копач, Б.А. Ш увар

ПРО ЄДИНІСТЬ ТА ОЦІНКИ РОЗВ’ЯЗКІВ ЗВИЧАЙНИХ 
ДИФ ЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Встановлено нові теореми про єдиність та оцінки р о зв ’язків звичайних 
диференціальних рівнянь та їх систем.

Розглядатимемо задачу Коші
х ' ( 0  = / 0 гх ) ,  Ф 0)  = а ,  (1)

де задану дійсну функцію f ( t , x )  вважатимемо задля простоти 
неперервною за сукупністю аргументів у деякій дійсній області 
\і0,Т \х .8 (а )  (Г „ < 7 '< ~ , 8 (а )  = { х \ \ х - а \< М  ,х ,а ,М  е Л 1-
множина дійсних чисел).

Використання методу послідовних наближень

х*+і(*) = а + \ / { * , х я(з))і1в (2)
ь

і довільним неперервним початковим наближенням х 0(1 )е  Б (а)  
{ х 0 ( ! 0 )  =  а )  дозволяє довести існування принаймні одного неперервно 

диференційовного розв’язку х '  ( і )  задачі (1) на проміжку [/0,Г; ] 
(І0 і  І, <Т ). Цей розв’язок є водночас розв’язком рівняння

зі(і)=  а + $ /(5 ,х (з ) ) (к  (3)
*0

і до нього збігається рівномірно на [г0, / ; ] послідовність {хп(1)}, 
утворена за допомогою алгоритму (2) (див., напр., [1]). Можна за цих 
припущень довести існування такого проміжку [<0,<2], на якому

існують неперервно диференційовні нижній у ' ( і )  та верхній г '(1 )  
розв’язки задачі (1). Для зручності і без обмеження загальності можна 
иважати, що і 2 =  / , .  Це означає, що для всякого визначеного на \р0 , Гу ] 

неперервно диференційовного розв’язку х ( і)  задачі (1)
справджується співвідношення

у '( і ) < ,х ( г ) < г  ' ( і ) .  (4)
Для забезпечення єдиності розв’язку задачі Коші (1) доводиться 

накладати додаткові обмеження на / ( ! ,  х ) .
Припустимо, що справджується умова:

А. Якщо у < 2  ( у , г е  Б (а ) ,  / є  [?(,,?,]), то
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/ ( * . 2 ) - / ( г , у ) < Ь , ( і ) ( 2 - у ) ,  (5)
де /.1 (ґ) > 0 неперервна при гє [?„,/, ] функція.

Теорема 1. Нехай / (і, х) є неперервна за сукупністю аргументів 
функція при <є  [г0, ] ,  х є  5(а) і справджується умова А. Тоді на 
проміжку [/(,,<[] розв’язок задачі Коші (1) єдиний.

Теорема 1 означає, що для скалярного рівняння (1) права 
одностороння умова Ліпшиця забезпечує єдиність розв’язку. Умови 
такого вигляду відомі також як І , ( І 2) -  умова М. Азбелєва (див. [2]) 
або IV -умова В. Вальтера [3] в теорії інтегральних нерівностей (див. 
також [6],[4]).

Вважатимемо, що
/ {і,х) — {_/[ ( / , ( / ,  х)}, х[і) — (/),...,Ху(/)}, а — сі^

тобто будемо вважати, що (1) є системою вигляду
*Д0  = / ; ( ' , *,(/),-..,*л,(0 )> хД/о) = « ,. і = 1,2,...,N. (6)

Нехай неперервна за сукупністю аргументів при гє  [?„,?,],
х є  Лл {Нм -  іУ-мірний евклідів простір). Припустимо, що для /( г ,х )  
справджується умова:
Б. з нерівності и < у  (и ,у є  випливає нерівність /( /,ы )<  

де и = {их,...,иі_х,иі ,им .....и Д  Vм  ={у1)...,уі4 ,ц ,уі+1,у^}.
Нехай тепер замість умови А. виконується умова:

А,. Якщо у < 2  ( у , г е  5 (а) = {ї| \ \х - а \< М ,х ,а е  Я ы ,М  е  /?'}, то
справджується співвідношення

/ ( ' ,  2) -  л < , у) < /(0 (г  -  у ) , (7)
де /(г) -  матриця, тобто

^(0 = І  (0 І, ^  (0 ^ 0 , і, у = 1,2 ,..., АГ, і є  [/0, Г], (8)
/,-, (0 -  неперервні при гє  [г0,г,] функції.

Теорема 2. Якщо справджуються умови Б. та Аі. при гє  [г0,7’]> 
то існує таке є  [г0,Г ], що при ге  [г0,г,] розв’язок задачі Коші (6) 
єдиний.

Теорему 1 можна отримати як частковий випадок теореми 2.
В якісній теорії диференціальних рівнянь та в теорії наближених 

методів їх розв’язання, зокрема двосторонніх ітераційних методів, 
часто використовують теореми про диференціальні нерівності (див., 
напр., [3-7]).
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Теорема 3. Нехай неперервна за сукупністю аргументів функція 
f ( t , x )  задовольняє умову А , а неперервно диференційовна на 1/0,г, J 
функція u{t) задовольняє умову

u \ t ) < f{ t ,u { t ) ) ,u ( t0) = a . (9)
Тоді на |f0,f,J справджується оцінка

u ( t ) < z \ t ) ,  (10)
де 2*(0 -  верхній розв’язок задачі (1). Якщо для неперервно
диференційованої на J функції v(f) має місце нерівність

v(t0) = a , (11)
то на [?„,*,] справджується оцінка

/ ( * ) <  4 0 ,  (12)

де y ’ (t) -  нижній розв’язок задачі (1). З одночасного виконання 
нерівностей (9), (11) випливає двостороння оцінка

u (t)< ,x '( t)Z v (t)  (13)
для єдиного неперервно диференційовного на розв’язку x '(t)
задачі (1).

Доведення. Оскільки стверджуються умови теореми 1, то існує 
єдиний розв’язок x '( t)  задачі (1). Міркуючи від супротивного, без 
обмеження загальності можна вважати, що на деякому проміжку 
(fо, t j ] Оа <{і - гі) матимемо u(t) > x '( t ) .  В такому разі, 
використовуючи (1), (9) і беручи до уваги (5), матимемо

u \ t ) - x ' ( t ) < f { t , u ( t ) ) - f { t , x \ t ) ) i  L ,( t ) { u ( t) - x \ t ) )  (14)
для t e ( t 0,t2). Позначивши w(t) = u (t)- х ’(/), (14) перепишемо в 
такому вигляді

w'(/) = £ , ( < M 0 - 5 ( 0 .  ( є  (/0,r2J, (15)
де 8(t) -  неперервна невід’ємна на (/„, t2 J функція. Оскільки 
w(ta) = u(t0)~  х ' (t0) = 0 , то з (15) випливає 

І
w(t) =  -  j  5 (5 ) exp

f0
тобто u ( t)< x '( t)  V te  (/0,f2]> Щ° суперечить припущенню. Наведені 
міркування дають підставу вважати доведення теореми 3 завершеним.

Теорема 4. Нехай при t e  [f0,f,] справджуються умови Б. та А], з 
теореми 2 і нехай, крім того, задана неперервно диференційовна на 
[f0,r,] вектор-функція u(t) = {ut(t),...,uN(t)}, для якої на [/„,*,] 
виконується нерівність

« ;(0 5 /,(г ,И |(0 ,- .и » (0 ) ,  ui(t0) = ai , ( i  = \,2,...,N ). (17)

(16)
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Тоді
и,(0 * х *(0 ( г є  i = \,2 ,...,N ), (18)

де x '( t)  -  компоненти єдиного розв’язку x(t) = {х1 ( ? ) , . . . , ( / ) }  задачі 
Коші (10).

Якщо ж задана неперервно-диференційовна вектор-функція 
v(f) = {v,(f).....vN(t)}, для якої на [f0, r )  виконується нерівність

v î ( 0 * / , f c v ,( 0 , . . ,v w(0 ), v,.(r0) = a, ( /  =  1.....JVX (19)
ТО

x’(0 < v,.(0 (fG [f0, r J ,  1= 1, . . . ,^ ) .  (20)
При одночасному виконанні нерівностей (17), (19) справджуються 
двосторонні оцінки

u , ( 0 £ x ‘(* )£ v ,(0  ( / є [f0,r ,] , * =1,2.....N )  (21)
Теорему 3 можна розглядати як частинний випадок теореми 4. 
Відмітимо, що теореми 3 і 4 є новими, їх можна поширити і на 

інші класи рівнянь, зокрема на функціонально-диференціальні, 
інтегро-диференціальні рівняння, їх системи і т. п. Зазначимо, що 
поєднання цих теорем з відповідними твердженнями з [8] дає 
можливість одержувати низку нових результатів про різні класи 
операторних нерівностей.

It is established new theorems about uniqueness and estimations o f  solutions o f  partial 
differential equations and systems.
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A.B. Соломко, C.B. Шарин. Побудова (С„)-натвгруп операторів, що генеруються.

A.B. Соломко, C.B. Ш арин 

ПОБУДОВА (С0)-НАПІВГРУП ОПЕРАТОРІВ, ЩО 
ГЕН ЕРУ Ю ТЬСЯ КВАДРАТНИМИ М АТРИЦЯМ И

Розглядається один з  методів побудови (С0)-напівгруп операторів, які 
. снеруються квадратними матрицями.

Нехай {ї’Д а , позначає (С^-напівгрупу операторів, що діють в 
(шнаховому просторі X. З формальної точки зору побудова генератора 
сильно неперервної напівтрупи є нескладною операцією, оскільки 
нідомо, що він може бути отриманий як похідна в точці нуль
иідображення 0 < t —*T,x  для кожного хєХ . Зовсім інша ситуація
виникає при побудові напівтрупи за її генератором. Відомо, що 
розв’язком задачі Коші

^  = AU( t ) , (1)
dt

U(0) = x , V x e X ,  (2)

де и(І) -  невідома А'-значна функція, є (С„)-напівгрупа операторів з 
генератором А. Тобто теорія говорить тільки про існування 
напівтрупи, але не дає методу її знаходження для довільного 
абстрактного оператора Л.

Ми зосередимось на побудові напівтруп операторів, які 
генеруються квадратними матрицями і діють в просторі Я”. Нехай 
всюди далі А позначає квадратну матрицю п х  п із сталими

коефіцієнтами. Тоді абстрактне рівняння ^ - - А І І ( Х )  набере вигляду
dt

системи звичайних диференціальних рівнянь першого порядку, а 
іадача Коші (1), (2) перепишеться у вигляді:

и ' , 0 )  = ап и , ( і )  + ап и 2( і )  +... + а,„и„ ( і),

U'n ( t )  = an,U і ( t )  + a„2U 2( t )  + ... + a„U„ (t),
Ґи , ( 0 У V
и 2(0 )

= *;>

U J 0 )V / ХпV я /

(3)

(4)
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Лема 1. Кожна матриця А із сталими коефіцієнтами є 
генератором (С0)-напівгрупи операторів.

Доведення. Достатньо показати виконання умов теореми Коші 
існування і єдиності розв’язку системи звичайних диференціальних 
рівнянь. Права частина кожного рівняння системи (3) є многочленом 
відносно змінних 1!і, и 2, ..., и„, а тому це неперервна і обмежена в 
замкнутій області функція. Частинні похідні по змінних £//, І)2, ..., (/„ 
є обмеженими і рівними відповідно а,у. Звідси випливає виконання 
умови Ліпшиця. Отже, задача Коші (3), (4) має єдиний розв’язок, 
який, як відомо [1], є (С0)-напівгрупою з генератором А. я

1. Нехай всі власні значення Я, матриці А є попарно різними. 
Матриця У, стовпці якої є власними векторами матриці А, є в цьому 
випадку невиродженою. Побудуємо діагональну матрицю Л(і), на 
головній діагоналі якої розміщені функції виду е^ ' , тобто

V ' '  0 ... 0 "

ö ( t)  =
0 0

аК10  0  . . .  е"\
З теорії диференціальних рівнянь відомо [2], що загальний 

розв’язок системи може бути записаний у вигляді
и ( і )  = Щ і) С ,  (5)

де С -  вектор-стовпчик констант.

Лема 2. Справедливою є наступна матрична рівність 
Vüf(t) = AVC(t). (6)

Доведення. Доведемо виконання рівності Л'(і) = V ]АУА(і), яку

отримали, домноживши (6) зліва на матрицю И”1. Оскільки стовпці 
матриці V складаються із власних векторів матриці А, то добуток А V 
буде мати вигляд А V = УК , де

(Я, 0 ... 0 4
0 Х2 ... 0

К  =

0  0
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Враховуючи це, матимемо У~1 A VA(t) = У~'УКЛ({) = KA(t). 
Рівність A'(t) = KA(t) є очевидною, тому лему доведено. ■

Теорема 1. Квадратна матриця А із сталими коефіцієнтами, 
тасні значення якої є попарно різними, є генератором (С„)-напівгрупи 

операторів {Т,}іг0, яка для кожного х е  R" діє за правилом

Т,х = УЛ(е)У-'х. (7)

Доведення. Спочатку доведемо, що формула (7) визначає (С0)- 

иапівгрупу. Дійсно, Тах  = УА(0)У~'х = УЕУ~'х = х ,  тобто Т„ діє як 
одиничний оператор. Далі

T,Tsx  = VA(t)y-,V A (s)y-'x = VA(t)A (s)y-'x.
А оскільки
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V " 0 . 0 ' У " 0 . . 0 '

Ц і ) Ц * )  =
0 eh> 0 0 ех’’ 0

0
V

0 . ех■' 0у 0
/

0 0
A !( l+ s) 0

0 е К  (  <+*)

то Т ^ х  = УЛ(і + 5)К"'х = Т!+!х ,  тобто напівгрупова властивість 
ииконується.

Відображення І —>УА(і)У~‘х  для кожного х е  Я" є неперервним, 

оскільки неперервними є функції, які входять в матрицю А(і).
Отже, {ГДІ0 ={УА(1)У-1 к о  "(Со) -напівтрупа операторів.

Тепер доведемо, що генератором цієї напівтрупи є матриця А. 
Иикористовуючи означення генератора, а також твердження леми 2, 
можемо записати

| г , х | |=о = УАЪ)У-'х\ ^  = А У А (0У -'хЦ  =

= АУЕУ-'Х = АУУ~[Х = АЕх = А х .
Теорему доведено. ■
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2. Розглянемо випадок, коли матриця А має одне власне 
значення кратності п . Побудуємо матрицю Aft) наступним способом

q( t)  =

te

0 0

21

te

(п  — 1)!
.п -2Г

о

( п —2 )!
(8)

У цьому випадку існує один власний вектор е1. Побудуємо 
жордановий ланцюжок векторів за правилом

е, : Ае, = Хе,; 

е2 : Ае2 = Хе2 + е ,;

е„: Ае„=Леп +е„_,.
Тоді матриця V матиме вигляд У=(е„ е2, е„).

Лема 3. Справедлива наступна матрична рівність 
УА'(0 = АУА0). (9)

Доведення. Візуально формули (6) і (9) однакові, однак слід 
зауважити, що матриці V і А(() у цих формулах різні. Знову замість

цієї рівності запишемо А'(і) =  У~‘А УА(і) домноживши (9) на У 1.

Матрицю A(t) можна записати С( t )  =

1 t 

0 1

Нехай Н  =

' 0 1 0 . 0
0 0 1 .  0

0 0 0 .  1
0 0 0 . 0

ґ
~2!

0 0 0

, тоді

,п -1

( п -1 ) !
Г 2

( п - 2 ) !

1

зо
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а о )=

0 1 t ...

0 0 1 ...

0 0 0

(п -2 ) !
Г 3

(п —3)!

0

V 0
Ґ

е*
е* + я

I t 1- . . .  '
2! ( п -1 ) !

п -2

0 1 t ... — ------
( п - 2 ) !

0 0 0 . . .  1

ІґеДЛ

\  У

-Н Л 0 ) + ХЛ(1).

З іншоїсторони У~ІАУЛ(1) = У~, (ХеІ,Хе2 + е , , . . . ,  Хе„ + е„ч )Л(/) =

У-'(Хє„ Хе2,...,Х е„  )А(0  + У '(0 ,е „ .. . ,  е„_, Ш  = ХУ-'УА(0 + НЛ(І) = 
• ЛЛ(0  + нл(і) .

Порівнюючи праві частини останніх двох рівностей отримаємо 
потрібне. ■

Теорема 2. Квадратна матриця А із сталими коефіцієнтами 
/наміру пхп, яка має одне власне значення кратності п, є 

.•ітератором (С0)-напівгрупи операторів, яка для кожного хе. Я" діє 
ні правилом

Т,х=УЛ(і)У1х .

Доведення. Спочатку доведемо, що {УА(1)У~1 },г0 визначає (С0)- 

нііііівгрупу. Дійсно, Т0х~УЛ(0)У~'х = УЕУ~'х = х ,  тобто То діє як 

одиничний оператор. Далі Т,Тгх=УЛ(і)У~1УЛ(5)У~1х  = УЛ(і)Л(з)У~1х , а 

оскільки
Ґ  .2 .п-1 V  2 _п-1

І ( І ) ф )=

^  ^  !_ е* . . .
2! (п -1 )!

0 е* . . .
(п -2 ) !  

0 0 0 ... е*

.
s"-'

2! (п - 1 ) !

S , .
s"'2

( п - 2 ) !

0 0 . .  S

е*
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2 2

О &*> (t +s)*m)

- f 4 + ^  + . . ^ i ----Ww
(п- l)!  (n—2)! (n - l) l\

[ - IL + A
[(п-2)! (п-3)! (п-2)!j

0

gMl+O ( t+ s )e M,+s) (t+S) 2 cV '+*> it+SY~' „M t+s)

2!

( t+ s )e M'+5>

0

( n —1)! 
( t+ s )n-2 
( п - 2 ) !  ~

g M l+ s)

тобто

M t+ s) = O ft+s).

виконується

0  04
Тоді T,Tsx  = VA(t + s)r~ ,x  = TM x ,

напівгрупова властивість.

Відображення t —> VA(t)V lx  для кожного х є  R" є неперервним, 
оскільки неперервними є функції, які входять в матрицю A (t). Отже, 

{Т, },го = \VA(t)V~' }(20 -  (С„)-напівгрупа операторів.

Тепер доведемо, що генератором цієї напівгрупи є матриця А. 
Використовуючи означення генератора, а також твердження леми З, 
можемо записати

J t T<x Lo  = ^ ' ( 0 ^ 4 , =о = A VA(t)V~'x\M) =AVEV~'x = A W ~ 'x  = А х .

Теорему доведено. ■

3. Розглянемо випадок, коли матриця А має к < п  різних 
власних значень. У цьому випадку матрицю А(ґ) запишемо у вигляді

'1 ,0 ) 0 0 4

q ( t)  =
0 hO) 0

0\ 0 W ,

матриці (8). Нехай p j  позначає кратність власного значення Яу..
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Митрицю V побудуємо у вигляді

У f c * ...... «і Л - і ......в*» » -  - -»«іф* - і)» «е e j , j  = l,.. .,k  -  власні

мктори, а кожна з послідовностей е; , ejx ,...,e Jp_t утворює 

жордановий ланцюжок. Легко бачити, що

П , ( г )  0  .f I , ( t )  0 ... 0
0 I2( t )  ... о

0 0 ... Ik( t )

r I , ( t ) I , ( s )  О 
0 I2( t ) I 2( s )

А

О I2(s )

О О

о л 
о

о
о

о о ... І к ( і ) І к ( ! ) )

Тобто множення матриць зводиться до множення жорданових 
Гшоків, кожен з яких відповідає одному власному значенню. Таким 
чином цей випадок зводиться до вище розглянутих. А саме, для 
тіиовведених матриць V і А (і) справедливою є загальна

Теорема 3. Квадратна матриця А із сталими коефіцієнтами 
/наміру пхп є генератором (С0)-напівгрупи операторів, яка для 

мі н ного х є  Я" діє за правилом

Т,х = У А (і)У ]х .

One method o f  construction o f  the (C„)-semigroups o f  operators, which are 
venerating by square matrix, is considered in the article.

| l |  Голдстейн Д.А. Полугруппы линейных операторов и их приложения. -К .: 
Нища школа, 1989. -  347с.
| .'| Шкіль М.І., Сотніченко М.А. Звичайні диференціальні рівняння. Навчальний 
посібник. -  К.:Вища школа, 1992. -3 0 3  с.
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Б.Я. Атаманюк

ГІПЕРПРО СТОРИ НЕЧІТКИХ М НОЖ ИН

Доводиться одна теорема про геометричне представлення
гіперпростору нечітких множин.

Необхідні означення можна знайти в працях [1] і [2].

Означення 1. Нечіткою множиною F  над деякою
універсальною множиною V називають:

1) у випадку дискретності V: F  — /  U -,

2) у випадку неперервності V:F = \ ц ( и ) / и ,  де f i ( u ) ~
V

ймовірність належності множині F  елемента и.
О значення 2. Носієм нечіткої множини F  назвемо сукупність 

тих елементів u e V , для яких ц ( и )> 0 .
Означення 3. Ядром нечіткої множини F  називається 

сукупність усіх достовірних елементів, тобто
Означення 4. Множиною а  -рівня для нечіткої множини F  

називають
Fa  ={u eV  /  И (и)*а}- 

Зауважимо, що для V -  R (множини дійсних чисел) нечітка 
множина F називається нечітким числом. Запис:

О значення 5. Трапецієвидною формою нечіткого числа 
називають четвірку:

q =< in f q0 ,supq0 ,in f qy su p q l  > ,

де параметри задаються так in f  -  це нижня грань нульового а  - 

рівня, sup q0 -  верхня грань нульового a-рівня, in f q j  -  нижня грань 

одиничного а-рівня, supq j  -  верхня грань одиничного а-рівня. 

Функцію належності ц  можна задати формулою:

© Вісник Прикарпатського ушверсшету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.
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И ( ч )  =

0,якщо q<inf q^ ;  

q - in f  qQ

in f q j - i n f  qQ 

І.якщ о in f q j< q< supq j

якщо:in f qg <q<inf q j!

supqQ~q
якщо :sup q і <q<sup q^  ;

supq0 - s u p q j

0, якщо q> sup q q

Зауваження 1. Якщо нечітке число задано в трапецієвидній 
формі: q =<inf q ^ .su p q g .in f q  ̂,supqj >,то його можна подати як

11 ft рівнів за формулою q = (J [in f q ,sup q 1,
a e [ 0 J J

nr параметри in f q ^  = in f q^ + (inf q j  -  in f q ^ )  a ,  так само

supqa  = supqQ ~ (supqQ - s u p q j )  a .

Означення 6. Трикутною формою нечіткого числа назвемо 
ірійку q =< in f q ,supq ,q>  де параметри означають: in f q -  це нижня 

і ринь нечіткого числа на нульовому a -рівні, sup q -  верхня грань 
нечіткого числа q на нульовому a -рівні, параметр q -  значення 

ні-чі і кого числа q  на одиничному а-рівні.
Означення 7. Друга назва ядра -  оптимістична оцінка. Носій 

ми«' другу назву -  песимістична оцінка.
Зауваження 2. (перехід до а-рівневого запису). Якщо задано 

нечітке число q =< in f q ,supq ,q  > , то його можна подати у вигляді:

Я=  U М  q „ .su p q  1 , 
а е [ 0 ,1]

/іг параметри задаються формулами:

in f qa = in f q + ( q ~  in f q ) a ,  

supqa  = sup q -  (sup q - q ) a ,  

причому функція належності записується формулою:
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и ( я )  =

0,якщо q>supq; 

Я ~ in f q
С - in f  q 

s u p q -q

,якщо in f q<q<C; 

,якщо C<q<sup q
su p q -C

Зауваження 3. Нечітке число q буде порядковою дугою. 
Нечітка множина /  - також.

Виберемо в якості V підпростір компактних підмножин 

ехрс (12), де 12- гільбертів простір, хоча можна брати замість 12 -  
довільний зв’язний, локально-зв’язний, ніде не локально компактний, 
повний, сепарабельний, метричний простір. Кожна нечітка множина 
буде порядковою дугою. Позначимо простір нечітких множин в

ехр°(12) через № (1 2 ) .

Теорема. № (1 2 )  «12 .
Доведення. Використаємо критерій Торунчика: простір X  

гомеоморфний гільбертовому простору 12 тоді і тільки тоді, коли 
виконуються наступні умови:

1) X  -  польський, тобто повний, сепарабельний, метричний 
простір;

2) X -  AR(m) -  простір;
3) Для будь-якого відображення f . - ^ K . - t X  зліченної

диз’юнктної суми скінченних комплексів, для будь-якого покриття 
U є  Cov(X )  існує відображення g  . 'Z K . - * Х  таке, що (g,f)<U, тобто

дані відображення U -  близькі; і сімейство ^ ( K . ) .  i s N j  дискретне в

X.

Якщо беремо № ( 1 2 ) ,  то з умови, що 12 -  повний,

сепарабельний, метричний простір випливає, що ех р с ( /2 ) -  також.

На №  (12) вводиться метрика Хаусдорфа, тому простір № (1 2 )  -

також польський. Належність № (1 2 )  класу AR(m), перевіряється так 
само як і для порядкових дуг впорядкованих монотонно 
параметризацією Морса. Перевіримо умову дискретної апроксимації:
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імфіксуемо довільне неперервне відображення / :'£ІК . - * № (12) ,

(»фіксуємо довільне відкрите покриття U e C o v (№  (12)). З 
мічризовності випливає паракопактність, тому виберемо локально-

t иіичснне відкрите покриття W підпросторуА^с (/2 ), зірчасто вписане 
n  І / І.удуємо відображення g  поетапно:

1 етап. Нехай d  -  метрика на ехрс (12). Нехай d^  -  метрика

Чиуї дорфа на гіперпросторі нечітких множин № (1 2 ) .  Нехай А -  

імчмка множина, А є  № (1 2 ) .  Зафіксуємо деяке число ц > 0  і 

ІНгінічимо O j ( А ,ц )  = ^£єехрс X :d (C ,D )< n \  для деякого 

•ингинуума D e  А. Позначимо також

і > . ( А ,ц )  = ] В є № (12):d  „ ( А ,В)<fi J. Задаємо відображення,1ц п

її № (І2 ) -* (0 ,° ° )  формулою:

Щ( Л ) * ( 1  /  2 )sup \yH > 0:O  d  ( A . i i ) c W l .....Wt | . Тут Wl,

WJi ,Wk -  це ті елементи локально-скінченного покриття W, які 

міі і и 11. А. Відображення а : №  (1 2 )-* (0 ,°° )  буде неперервним, бо 
ні/' Пореться по всіх Wl, W2,..., Ш , що містять А.

lay важимо, що для ^-близькості двох відображень /  і g:

), КІ -*№ (12) достатньо умови їх а-близькості, тобто для будь-

шіині X  має виконуватися d ̂  ( f ( x ) ,g ( x ) ) < a ( f ( x ) ) .

Доведемо це. За означенням відображення а  існує таке число
0 0  > 0 , що a ( f ( x ) )  = n 0 / 2 ,  де

<>, ( f ( x ) , i i n )< z W l,W 2 ,.. .m .
II v

Od  ( f ( x ) , n 0 )  = ^ e № ( l 2 ) : d H (B ,f( x ) )< fi0 \. Якщо
н

d ft ( f ( x ) ,g ( x ) ) < a ( f ( x ) )  = ( l / 2 )ц 0, то тим більше 

d H ( f ( x ) ,g { x ) ) <  jUq,
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отже g ( x ) e O ^  ( f (  x),j±Q )<zW  l,W 2,...,W k . Тобто відображення /  
H

і убудуть (^-близькими.
II етап. Враховуючи локальну лінійну зв’язність простору

ЄХрс (/2 ) задаємо відображення ]$(А ) : № ( 1 2 ) -* (о ,° ° )  формулою:
Р (  А )  = su p f ) і> 0 : існує таке£ ,є  < ( 1 / 2 )а (А ) , що як тільки

континуум C e O j ( A . f i ) ,  то в ехрс (12) існує дуга J  діаметру

меншого за є ,  яка з’єднує континуум С з деяким континуумом 
К е  А }.

Перевіримо, що так побудоване відображення буде 
напівнеперервним знизу. Нехай 0 < г < Р ( А ) .  Треба довести, що
існує такий окіл U , (А ,8 ) ,  що г < р ( В )  для будь-якої нечіткої

а Н
множини В е  U ,  (  А, 8 ) .  З означення sup випливає, що існує таке Ц , 

а Н
яке задовольняє нерівність г < Ц < р ( А )  і існує таке £ < ( 1 /2 ) а ( Л ) ,  
що як тільки континуум С е  О ^  (  А , /і )  , то існує дуга J, яка

з’єднує С з деяким континуумом К е  А , причому d ia m K E .  
Зафіксуємо є  j  таке, щоб виконувалася нерівність

є < е j  <(1 / 2 )а (А ) .  Тоді з неперервності (X випливає

напівнеперервність знизу функції ОС, тобто існує таке 8 j > 0 , що з

нерівності є j  < (1 /  2 )а (  А )  випливає є ̂  < (1 /  2 ) а (В )  для будь-якої

нечіткої множини B e U ,  (А ,8 . ) .  Далі, для числа £. - Є ,
а Н  1 1

враховуючи, що простір ехрс (12) лінійно-зв’язний, а дуга А -  
компактна, маємо: існує таке 8^ > 0 , що будь-який континуум К е  А 

з ’єднується деякою дугою К  діаметру меншого за £ j — Е з деяким

континуумом K j e B ,  де B e U d ( А- ^ 2 ^  3аДаєм°
Н

5  < т іп { 5 | , 5 2 ,5 з}, де 8^ = ц - г . Зафіксуємо довільну нечітку

множину B e  О , (А ,8 ) .  Нехай Т] =  Ц — S . Оскільки за вибором
а Н

8 < ц - г ,  то т! > г .  Вибираємо довільний континуум С еО ^(В ,т ]). 

Ясно, що С е О д (  А ,ц ) ,  тому існує дуга J  діаметру меншого за Є , яка
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м  іімуі С з континуумом К  є  А . Задаємо М  =J(2t), якщо t e  [0,1 /  2]  
і imiiw мо М= 0(2t-l), якщо t e  [1 /2 ,1 ] ,  де дуга □  з’єднує континуум 
А і деяким континуумом K t e  В , причому diam □  <Ej - Є . Тоді 

tlicimM  < diamJ+diam, К < є  + (є^  — £ ) =  £j <  (1 /2 )сс(В ).

Оскільки г < ц ,  то r> sup{r)}, тобто г < (5(В) для будь-якої 
ні<'ііікої множини B e  О ,  (А ,8 ) .  А це якраз означає, що 

а Н
иІлоАрнження Р напівнеперервне знизу. Звідси випливає, що 

її м у« неперервна функція р  : N C(12)~*(0 , °о) така, що для будь-якої 
Иічіткої множини вірно: 0< р (А )<  р ( А )  і, як 

її н.міС'є 0 ^ ( А ,р ( А ) ) ,  то в ехрс (12) існує дуга J  діаметру меншого 

ія ( 1 / 2 )а (А ) ,  яка з ’єднує континуум С з деяким континуумом 
А «з А .

етап. Тріангулюємо кожний поліедр Кі так, щоб 

иніііОраженя /  ■' ->NC(12) задовольняло на кожному сімплексі 

А умови:
1) d ia m ( f( A ) ) < ( l /2 ) in fA ( P o f ) ,  де

d iam f(A ) = s u p ^ ^ ( f ( x l ) , f ( x 2 ) ) \  для всіх х1 ,х2 еЛ ;

2) sup д а  ° f  < (3 /  2 ) in fд (х  ° f  ;

3) supA p o f < 2 i n f A P ° f .

1Y_ етап. Розглянемо для будь-якого п е  N  таке локально- 

........ енне відкрите покриття qпе  Cov(exp°( 12)), що m esh ^n < l /n .

ііімііьки простір ехрс (12) -  сепарабельний і ніде не локально 
щімішктний, то покриття дп зліченне і в кожному його елементі V 
мидии вибрати зліченну дискретну підмножину Q ^ . Позначимо

X (п)  U { &v c zV e q ^  }. За рахунок зліченності та локальної 

■ иінчснності покриття qn множина Z(n) буде зліченною дискретною 

і і і і і м і і о ж и н о ю  в ехр°(12).
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v  етап. Задаємо відображення g  . ХАТі ~ * № (12) спочатку в 

кожній вершині поліедра К . . Для вершини Р 

вибираємо/і р  = тіп{пє N :1 /  п < (1 /4 )Р  ° f  (  Р )}. Вибираємо точку Z  р  

так, щоб d j f ( Z p , f ( P ) ) < l / r i p ,  де відстань

d H ( Z P ■ f (P )) = d H ( Z p - r t I V  = mint e [0,1] 4<z p * < о Л  де

Y ( l ) - f ( P )  -  нечітка множина. Оскільки за вибором число пр  було 

1 / П р < ( 1 /4 ) $ а  f ( P ) ,  то Z  р Є  0 ^ (  f ( P ) ,  р  о f(P ))_  Причому з

умови Z р є  O j ( f ( P ) , p  о f ( P ) )  випливає, що в ехрс (12) існує дуга

J  діаметру меншого за ( 1 / 2 )а  о f ( P ) ,  яка з ’єднує континуум Z р  з

деяким континуумом C = y ( tQ) e  f ( P ) .  Позначимо

Dp = \J {  J(t):te [0,1]}. Цей континуум містить C = y ( t0 ) .  За

теоремою Борсука- Мазуркевича існує порядкова дуга із континуумів 
S p ( I ) ,  яка з’єднує континууми С = 8 р (0 )  та Dp = 8 p ( l ) .

Використавши параметризацію Морса, можна вважати дану 
порядкову дугу нечіткою множиною. Зауважимо, що g(P) буде 
континуум, бо обидва доданки містять С = У р ( ід ) = 8 р (0 ) .

Використавши знову ту ж параметризацію Морса можна вважати, що 
g(P) в такому означенні буде нечіткою множиною. Очевидно, що 
g ( P ) * f ( P ) ,  а також d H ( g ( P ) , f  (Р ))<  d ia m i< ( l/ 2 ) a ( f ( P ) ) . Так

само задається значення g  в q вершині при відповідному Z та дузі

□, яка з’єднує Z q з континуумом К  є  f ( q ) .  Отже у вершинах р  і q

функція g  задана. Продовжуємо відображення g  на весь відрізок 
\.Р>Ч\- Нехай Т є [ /? ,^ ] .  За нерівністю трикутника маємо

dH (z p - f ( x » * ‘dH ( z p ' f ( p » +dH ( f ( p )‘f ( ' c» -
Тут перший доданок буде не більший від ( 1 / 4 ) р  ° f ( P )  за 

нерівністю d  н  (Z  р  , f ( P ) ) < l / n p  < ( 1 /4 ) Р °  f ( P ) .  Другий доданок

за умовою 1) на тріангуляцію поліедрів буде не більший як 
о / .  Тому одержимо нерівність:

d H ( Z p , f ( z ) ) < ( l / 4 ) p '> f ( P )  + ( l / 2 ) i n f [ p q ] p o f .  Далі за
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умовою 2) на тріангуляцію поліедрів маємо: 
< / ( Z p , f ( X ) )  < ,2(1 /4  ) in f  p o f  + ( l / 2 ) i n f  P ° f  < P ° f ( z ) ,  тобто

,1 f l (Z  p , f  (X ))<  p  о f ( r ) .  Тому існує дуга К  в ехрс (12), яка з’єднує 

континуум Z  q з деяким континуумом К  є  f ( r )  діаметру меншого за 

( l / 2 ) a ° f ( T ) .  Нехай тепер C = y ( t j ) ,  K = y ( t2 ) ,  l j - l 2  

иіпначеності. Позначимо DP = \J { 3 ( t ) : t е  [0,1]} і позначимо 
~ \J {  К ( t ) : t e  [0 ,1 ]}. За теоремою Борсука-Мазуркевича 

ішують порядкові дуги 5 р ( 1 )  та ^ q ( I )  такі, що 

fir (0 ) = C = yz ( t I ) ,8 q (0 )  = K  = yT ( t2 ) ,5 p ( l )  = D p ,8 q ( l )  = Dq .

Ійі-госовуючи параметризацію Морса, будемо вважати ці порядкові 
нуги нечіткими множинами. Задаємо g (* )  = Yr (3 t) ,  якщо

іч[0.1 /3 \g ( T )  = yT ( l ) { J 8 p ( 3 t - l ) ,  якщо * є [ і /3 ,2 /3 ] .  Задаємо

інкож g(T ) = Ут (1)U 5р (1)U <5^( 3 / - 2 ) , якщо t e  [2 /3 ,і]. Очевидно,

що f ( r )  є  g ( r ) ,  а також d H ( g ( r ) , f ( r ) ) < ( ! / 2 )а  о f ( t ) .

Задаємо відображення g  на відрізку [p,q] формулами:
(1) якщо t e  [0 ,1 /4 ] ,f ( P )  = Y p ( I ) y  то

g ( ( l - t ) p + t T )  = Y p ( I M { S p ( W S p ( l ) - 0 ^ 1 - 4 t } .

Іяунажимо, що Sp(^ )C \Y p (l)= C , тому 8 p ( ^ ) ( j y p ( l )  буде 

континуумом.
В результаті при t-1 /4  маємо:

H « 3 /4 )p  + ( l / 4 ) z )  = Yp ( I A J 5 p ( 0 M Y p ( l ) = Y p ( l ) -
(2) якщо t e [ l / 4 , l / 2 \ ,  то

g ( ( l - t ) p + n )  = \J{ f ( (  2 -4 9  )р + (4 в -1  f t  ):0<6<t} .
(J) якщо t e  [ l / 2 ,3 /4 \ ,  TO g  задаємо формулою: 

g (( l -  t ) p  + П )  = U ( f ( ( l - 9 ) p + 9 x ) :  4t-2<,9 й і } .
(4) якщо t e  [ і /4 , і \ ,  то g  задаємо формулою:

g ((l - t ) p  + t z )  = YT ( IA J {Y r  ( lA J 8 p (2 $ ):% < 41-3  ,де 

0 K 4 t - 3 < l / 2 M { y r ( lA J 8 p ( lA ) 5 q ( 2 S - l ) : l ;< 4 t-3 ,l /2 < 4 t-3 < l}

Аналогічно задається відображення g  на відрізку [ T ,q ] . 
Неперервність відображення g  досягається за побудовою.
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Умова f ( y )< z  % (у) для будь-якого у  є  [р,д] також очевидна за 
побудовою. Крім того,
ЛН (/(У).&(У))^<І^Ї(у),/(х))+(1н (/(т),^у))<Ш ат{ р, й)+сІн (/(т ),ф )).

Розглянемо другий доданок. У випадках (3) та (4),
коли я ( у )  = /( т ) ,л  також коли

8 ( у )  = / ( г М 8 р ( І М 8 (/( І )

з відповідною впорядкованістю з допомогою параметризації Морса, 
рівність а н ( / ( т ) , і ( у ) ) < ( 1 / 2 ) а о Д у )

досягається за рахунок того, що діаметр дуг не більший як 
(1 /  2 )а  о а ( у ) . В результаті одержимо:

е1н ( / ( ' ' ) ^ ( у ) ) £ ( 1 / 2 ) 5 и р \ р ( і -\<х(/).

Позначимо її символом ($). У випадку (1) маємо
л  я ( / ( у ) ’ 8 ( у »  2 л н  ( Г ( у )> / ( Р ) )  + сін  ( / ( Р ) ,  г ( у ) )  <

< Л а и / |р ^ ]  + ( 1 /  2 )«Ф \р і9 \ а  о /

У випадку (2) маємо: сін ( /(у ) ^ (у ) )й < 1 іа т  / [ р ,ч] . Отже,

для будь-якого у є  [ Р ,я ]  справедлива нерівність: 
<ін ( /(у ) ^ ( у ) ) < с 1 ш т  / [  р ,я ]  + ( 1 / 2 )їи р  ̂  р  ^ а о / .

Враховуючи умови (1) та (3) на тріангуляцію дістанемо і
<ін ( / ( у ) .8 ( у ) ) < ( 1 / 2 ) і п / [ р  я ]  Р ( / )  + ( 1 / 2 ) ( 3 / 2 ) і п / [ р  (} ]а ° / <

< (1 /  2 ) р ( / ( у ) )  + (3  /  4 )а (  / ( у ))
Далі, згідно з означенням /}( /  (у ) )< (1  /  2 )а (  /  ( у ) ) ,  тому 
а н ( / ( У А 8 (У ) )< (1 /4 )а  о / ( У)  + ( 3 / 4 ) а ( / ( у ) )  = а ( / ( у )).

VII етап. Продовжуємо відображення g  на весь поліедр К } за 

допомогою наступної леми.

Лема (#). Нехай В к+ І - (к+1)-вимірна куля, яка обмежена 

сферою Б к , к > 1 .  Нехай / :  В к+1 -»  N °(1 2 )  та g  \Б к  ->  N ° (1 2 )  -

такі два відображення, що для будь-якого вірно / ( з ) а  g ( s ) .  !
Тоді існує таке продовження відображення g  до відображення Є: 

В к+1 - » № (1 2 ) ,  що / ( Ь ) с С ( Ь )  для будь-якого Ь е В к+1. \ 
Справді, нехай /  та #  задані відображення. Нехай Zд -  центр кулі
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Н*1* 1, а відображення r : В к+1 -> ехрс ( S k )  -  континуумзначна
к к рсіракція, r (Z g )  = S  , а якщо то г(%) -  континуум на S  .

Нехай р а  : 1 ^ № ( 1 2 )  -  параметризація Морса. Позначимо

а ( t ) : a s g ( r(%))]■ Зауважимо, що параметризація дуги

ч  ц -довжиною Морса позначається через ^ ia ( t) j ,  при цьому t 

пробігає проміжок [ 0 ,ц а ] . Оскільки різні дуги мають різні /Л- 

Лішжини Морса, то при взятті об’єднання U а  необхідно робити 

нормування, яке досягається, коли в якості параметра брати не І а 

і ц а . Зауважимо також, що £ є  В к + ^ . Позначимо

н а  , t)  = (J p ( t ) : / i e  f ( p ) J ,  д е р -  множина точок кулі В к+ ^ , яка

обмежена сферою S k , S (Z q ,%) та конусом над г (£ )  з вершиною Z q . 

ІІоіначимо G(£ )  = {A(£,t AJ B (£ ,t):te  /}. Зауважимо, що
<i'((,t) = A (4 ,t)U B (£ ,t)  - континуум, бо
■Ht.t)T\B($,t)=U pj/ua ( t) : /3 e f( r (£ ) ) } ,  адже для будь-якого

i t  г (£ ) справедливе включенняf ( s ) c g ( s ) .  Зауважимо також, що 
(1(1) буде порядковою дугою, бо А(%) = {A (% ,t):tel]  -  порядкова 
я у і й і  B (S ) = {B ($ .t) : te l}  -  також . Більше того, G (t)  буде нечіткою 
множиною, бо вона впорядкована параметризацією Морса по 

ірос ранню. Далі, для будь-якого £, є  В к+  ̂ вірне включення 
K i ) c G ( ^ ) ,  оскільки f ( £ )  = p e f ( p ) .  Тому
^ f ( Z ) ( t ) e  B(Z’t ) e  G (% ,t), отже f(% )e .G (% ). Використаємо

.... . леми із [1].
Лема 1. Об’єднання довільного бікомпактного сімейства К  

АІмімнактних множин простору X само бікомпактне.
Лема 2. Об’єднання довільного зв’язного сімейства зв’язних 

множин простору X  само зв’язне в Х .
Лема 3. Якщо задана параметризація Морса f i : I  -* Y  і задана

Л
функція ф.- I x N  Y - * Y  формулою <p(t,n) = n ( t ) ,  то функція ф 
неперервна за обома аргументами.
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Лема 4. Для будь-якого відображення / :  X  —> S e tY  

відображення ( Set  / ) ( А ) : S e t X  —> Se t Y  , яке задається формулою 
( $et f ) ( Л) = U { /( а ):ає  А} буде неперервним, якщо неперервне само 
/ .  Отже, щоб довести лему (#) зауважимо, що за лемою 3 та 4 
побудована функція G буде неперервною, а за лемою 1 та 2 завдяки 
застосуванню параметризації Морса значення G(%) міститься в

просторі № (1 2 )  для будь-якого І  є  В к + І . Лема (#) доведена.
Продовжуємо доведення основної теореми. Аналогічно задаємо 

відображення G на довільному поліедрі K t з тією умовою, що точки 
Z p  вибираються із множини Z (n р  ) \ \ J p ( y ) : у е К j .K 2 „..,К. ^

Отже, образи G (K j ) ,G (K 2 ),...,G ( К  п )  діз’юнктні за побудовою.

VIII етап. Перевіримо близькість ( G , f ) < U .  Для цього досить 
підтвердити оцінку: d н (  /  ( у ),G ( у ) ) < а (  f ( y ) ) .  Вводимо

позначення f y = \ j{ f ( r ) : T e [ p ,q ] }  -  ребро сімплекса А ,  який

містить г(у)Л оіх\ за нерівністю трикутника
d f j ( f ( y ) - G ( y ) ) < d H ( f ( y ) , f y )  + d j j ( f y ,G ( y ) ) < l за умовою (1) на

тріангуляцію поліедрів/<(Ч /2 ,) ш /^  /3 ° /  + /за нерівністю ($)/ + 

+ ( 1 / 2 ) sup^ а  о /  < ( ] / 2) 13 о f ( у )  +/  за умовою (3) на тріангуляцію 

поліедрів /+  (1 / 2 ) (3 / 2 ) in f  а  ° /  < ( 3 / 4 )а  ° / ( у )  + / за означенням 
відображення Р  / + ( l / 2 ) ( l / 2 ) a o f ( y )  = a ° f ( y ) .  Отже, 
близькість ( G , / ) < W ,  а значить і близькість ( G , f ) < U  доведено.

Нагадаємо, що образи G (K j ) ,G (K 2 ),...,G (K  )  діз’юнктні за 

побудовою. Перевіримо їх дискретність. Допустимо від 

супротивного: нехай існує точка a s  № (1 2 ) ,  в будь-якому околі 
0 ( q ) якої існує елемент із сімейства G (К . ) ,  тобто існує збіжна

послідовність G (yn ) - *  а , де у ^  € К  . Для зручності нехай я. = і, 
і і і 1 

тобто G( у . ) прямує до а ,  де у .  = К . . Зауважимо, що кожна нечітка

множина G (y .)  містить точку Z . є  Z ( n p )  для деякої вершини р. 

носія А. точки у . .  Покажемо, що Р ( f (  р . ) ) - > 0 . Оскільки 

п р =  тіп{пє N : ( l  /  п)<( 1 /  4 )Р  f  (  р )} , то досить установити збіжність
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п <». Допустимо знову від супротивного: нехай п не 
РІ р і 

•Пн і і г т ь с я  д о  °° при і —> оо.

Тоді існус деяка „ ідп осд ід о ,»™  {%  }. ш» о * « ™ .  „ „ » »

числом k e N .  Розглянемо U^ - j Z ( n ) .  Воно буде дискретним як

* кім'їснне об’єднання дискретних підмножин у просторі № (1 2 ) .  Але 

(і(Уі j  ) - > а , де а е  № (1 2 ) .  Тому послідовність "{Zly} збігається до

деякої нечіткої множини -  елемента простору № (1 2 ) .  Тут 

/ ( і < ( \J ^ _ jZ n X }G (y iJ ) .  Одержуємо протиріччя з дискретністю

множини U^ ,- jZ n  в точці b e  № (1 2 ) .  Отже, л —>°°, значить

IU ї (  І>і ) ) -*  0 . З другого боку, оскільки f  (y .)< zG ( у . )  для

шшшьного іе  N ,  то існує збіжна підпослідовність | / ( " у .  j  до

и іч к и а ^ є а є  N C(12). Тому р  ° f ( y .  j  ) - *  Р ( а ^ ) > 0 . Але тоді 

/• / /  Р і j ) - inf д  P ° f '* - ( l / 2 ) s u p A р о / > ( 1 / 2 ) р о / ( у . . ) яке,

» і иою чергу, прямує до (1 / 2)P(O q ) > 0 . А це означає, що 

/І ( ( у . . )  не збігається до 0. Протиріччя.

Отже сімейство 1 р (К .) \  буде дискретним у просторі 

№ (1 2 ).
Таким чином, всі умови критерія Торунчика виконані і, згідно

г
критерію, гіперпростір нечітких множин N  (12) буде 
і пмгоморфний гільбертовому простору 12. Теорема доведена.

One theorem about geometric realization o f  hyperspace o f  fuzzy sets is proved.

111 А шмаиюк Б.В. Гильбертово пространство как гиперпространство порядковых 
к VI континуальной экспоненты. -  В кн. Кардинальные инварианты и 
н шГіражения топологических пространств. Сборник тр., Ижевск, 1989. -  С.53-55. 
| J |  Гін штейн А.П. , Ш товба С.Д. Нечётная надежность алгоритмических 
мроцссо». -  Винница: Континент -  ПРИМ, 1997.

Б.В. Атаманюк. Пперпростори нечітких множин
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Б.М . Рувінський, М.А. Рувінський

КІНЕТИКА ЕЛЕКТРОНІВ У ПЛІВКАХ ТЕЛУРИДУ СВИНЦЮ  
ПІД ВПЛИВОМ НИЗЬКИХ ТИСКІВ КИСНЮ

На основі уявлень про утворення і розпад у  плівках телуриду свинцю  
нейтральних комплексів власних дефектів і легувальної домішки кисню  
( К О Ї М ; ) 0 і (Р Ь ^О °У ^  )° пояснюється кінетика концентрації електронів у  
плівках п-РЬТе, спостережувана при низьких тисках кисню (10'7-1СГ2 Па) і 
кімнатній температурі. Із порівняння теоретичних і експериментальних 
результатів визначені кінетичні параметри двох різних типів комплексів.

І. Вступ
Взаємодія плівок халькогенідів свинцю з киснем вивчається у 

зв'язку із застосуванням їх в якості приймачів і джерел 
інфрачервоного випромінювання [1-4]. Електронні процеси, які 
відбуваються на поверхні або у поверхневому шарі плівок з участю 
кисню суттєво впливають також на термоелектричні властивості цих 
матеріалів [1,2].

В роботі [5] проведено детальне експериментальне дослідження 
кінетики поверхневої концентрації електронів у плівках РЬТе при 
низьких тисках кисню і кімнатній температурі.

Метою нашої роботи є вивчення кінетики електронів з 
урахуванням нещодавно визначеного спектра зарядових станів 
власних атомних дефектів у плівках РЬТе [6] і сучасних уявлень про 
комплексоутворення у напівпровідниках [2, 7-10].

II. К інетика електронів і комплекси власних дефектів 
з киснем у плівках п-РЬТе

Плівки РЬТе товщиною 50 нм вирощували у вакуумі 2,7-10‘8 Па
на слюдяних підкладках [4,5]. При швидкості росту більшу за 0,1 нм/с
плівки мали концентрацію носіїв, близьку до власної. Внаслідок
зменшення швидкості росту нижче 0,1 нм/с отримували плівки л-тину
провідності. Регулюючи швидкість росту, можна отримати плівки (з
концентрацією електронів 11016-3 1 0 18 см‘3) для використання в 
дослідах з адсорбції кисню. Кінетику адсорбції визначали за зміною
концентрації носіїв у плівках під час експозиції в кисні при кімнатній
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іемисратурі. При низьких тисках (10'7-10 2 Па) в систему напускали 
і нгшильно очищений кисень. Легувальний вплив кисню в цьому 
ЙІаіішоні тисків автори [5] описували за допомогою моделі 
"мобільних дефектів", згідно якої міжвузловинні атоми свинцю 
(помори) дифундують (при наявності кисню) з об'єму плівки до 
моперхні, де вони взаємодіють з атомами кисню. При цьому для 
■имялку кімнатних температур припускалось достатньо велике 
іиячсиня коефіцієнта дифузії міжвузловинних атомів свинцю, яке
• уіи по перевищує дійсні значення коефіцієнта самодифузії свинцю в 
/7. Гг[ 1,2].

В роботі [6] на основі кристалохімічного і термодинамічного 
(Ніи лялу, пов'язаного із законом діючих мас, було визначено спектр 
іирялоних станів власних атомних дефектів у катіонній підгратці
......іон РЬТе. Переважаючі в ній дефекти -  двозарядні вакансії і
міжвушовинні атоми свинцю ( ,  РЬ2+), їх концентрації сягають 

Ні'" см 1. В аніонній підгратці важливу роль відіграють вакансії 
Пмуру Уг.+ [2]. При легуванні домішкою кисню в цих умовах досить 
Імовірним [10] є утворення і розпад комплексів власних атомних 
>іп|ігкі іп з киснем, що може призвести до процесів [11] з аномально 
«#ииким ефективним коефіцієнтом дифузії. Для дослідження кінетики 
•• н'иронів і комплексів, які будемо вважати взаємопов'язаними, 
використовуємо метод квазіхімічних реакцій [11,12]. Це дозволить
.... нити експериментальні результати, не звертаючись до моделі
МоГніІІ.НИХ дефектів" з нереальним коефіцієнтом дифузії. 

Припустимо, що при взаємодії кисневого газу Оі з плівкою п-РЬТе 
уіиорюються нейтральні комплекси переважаючих власних дефектів 
Ііліики з молекулою кисню (У>2І у  міжвуловині ( РЬ-*О02іУр^/  і 

( І Д (^іУи )° ~ згідно реакціям:

О) + РЬ2+ + У2Рь <-> ( РЬ2+О02іУрь / .  (1)

0'2 +  КД" + V2;  ^  (У£сР2,У £  /  • (2)
1 Іри зіставленні у подальшому результатів розрахунку кінетики

• ігтронів з експериментом виявляється, що реакції (2) з утворенням
янгнсиих комплексів, що містять дві вакансії (по одній від кожної 
иі/ирвтки), характерні для області самих низьких тисків кисню 
Л  « Ю ^ П а , а при тисках 10‘4 Па.
Мі' Па домінують реакції (1) з утворенням комплексів, що містять 
ияру Френкеля у катіонній підгратці.

47



Розглянемо спочатку випадок самих низьких тисків кисню, що 
відповідає реакції (2). Кінетика цієї реакції визначається рівнянням

~ [ у 2Рь О°2іу 2;  ] = к,р0г[ у £  н у £ ]  -  [ У к о м ; ]  т;‘ , о )

де к/ і zJ, -  константи реакції; квадратними дужками [...] позначено 
концентрації компонентів реакції. Врахуємо також квазіхімічні
реакції, які відбуваються в самій плівці

"0"<н> + У ? , "0"<г> е~+ к+, (4)

(У»<%Уп )0 °2, + ^ + " 0 " , (5)

(У *(% У п f  *■* 2°7  +  2И++"0" (6)
і пов'язані з рекомбінацією вільних вакансій і носіїв струму (4), а 
також з процесами розпаду комплексів за двома каналами (5) и (6). У 
припущенні [11], що швидкість цих процесів суттєво більша за
швидкість реакції (2), яка описує взаємодію газу з плівкою, можна
вважати, що концентрації компонентів в (4)-(6) в кожний момент часу 
дорівнюють їх стаціонарним або навіть термодинамічно рівноважним 
значенням при даній температурі:

[ у к н уп 1  = К . ; < 4  -Д п )(р „  + Др) = К , ; (7)
[О-2і] ( р 0 + Ар) _ . [ О - ] 2( р 0 + Л р)2 .

[Ур~ьО%У2: ]  ”  [У 2ьО°:іУ2; ]
де АГ, = п„р0, К,, Ку і К\ -  константи реакцій (4)-(6); п0 ір 0-  значення 
концентрацій носіїв струму до взаємодії плівки з киснем. Внаслідок 
акцепторної дії (5), (6) кисневих комплексів концентрація електронів у 
плівці зменшується на величину Ап>0, а концентрація дірок 
збільшується на Ар.

Враховуючи умову електронейтральності, маємо:
[ 0 ] ,]  + [ 0 ; ]  = Ап + Ар. (9)

Із (7) випливає, що
Ар = р0А п /(п0 - А п ) .  (10)

Підставляючи з (8) значення [0~2І] , [О ^ ]  і (10) в (9), отримаємо:

М(п( ° + Ро~ ^ 1)= ~ [ У рьО02іу^ ] + (- ^ ^ - [ у 2р; о °2у ї: ] ,/2  , ( ї ї )
(«о Ап) К і К і

звідки видно, що кінетика електронів Ап(0 визначається кінетикою 
комплексів, тобто рівнянням (3). Покладаючи, що при 1=0 (початок
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мниниції плівки у кисні), концентрація комплексів 

І • н  <ї'іУп і\, п = 0 ’ знаходимо:

[VpbO°2tV 2; ]  = к,Р0}Х,(1 -  є '11"  ) ,  (12)

М і)  “  k ,K ,. Тоді з (11) і (12) випливає, що при тисках кисню 
^  - * І О-4 Па

An(t) = - J l + f ( t ) r ' { n 0[ l  + 2 f( t)J  + р0 -[(по + р о)2 +
2  ,

+4noP0f ( t ) ] ' /2 }
Ai

f ( t )  = AvP0 z , ( l - e - ,/r ‘ )  + Bv(P0 z l ) l/2 ( l - e - ' / t ‘ ) l /2 , (14)

А. = K ; 'K vk„ Bv =  K -‘(K'vk , ) U2. (15)
При більших тисках кисню 10-4 Па. P0i .10'2 Па, коли утворюються
»••милекси з парою Френкеля у катіонній підгратці згідно (1), 
ні« мііньо врахувати, замість (4)-(6), такі квазіхімічні реакции в плівці:

РЬ°РЬ Pbf+ + Vn ; "0" <-> + А+; (16)

(Pb2+O02iV2b- f  <-> 0 2, + А+ + Pb°pb, (17)

«>і відбуваються швидше, ніж реакція (1). Тоді для концентрацій 
учні ників реакцій (16), (17) і (1) маємо:

[РЬ2+][ У 2Рь ]  = K F; (п0 —А п )(р 0 + А р) = К,; (18)

[ ° 2і[ { РОо +Г ~ ' = к < [ 0 2і]= А п  + Ар; (19)
[ РЬ2 0 2іУРь ]  ^

j t [P b f+O02iy ^ ]  = k2P0j [P b 2+] [ V 2p-b ]  -  [  Pb2¥0°2iVPb ]т2‘ ,(20) 

[Pbf*o°2,v ^ ] [ _ r o-

ь . K , k2 і r j 7 -  константи реакцій. З (18)-(20) неважко отримати, що 
і пишному діапазоні тисків кінетика електронів An(t) визначається 
іинож формулою (13) із заміною тільки f( t)—>g(t), де

g ( t )  = AP0 Z2(1 -  «г" г>) ,  А = К~‘Кк2, (21)

к2 =  k2K F.
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III. П орівняння теоретичних і експериментальних результатів

На рис. 1 наведено експериментальні дані з кінетики зменшення 
поверхневої концентрації електронів № ($  = Ап($-<і при взаємодії 
плівок п-РЬТе з киснем, які відносяться до зразків з вихідною 
концентрацією електронів п0= 1.6-1017 см'3 при температурі Т=  ЗООК.

При тисках Р0 і« 1 0-4 Па, р0« п 0, 4р0 М « п 0 формула (13) 
сильно спрощується:

©  Вісник Прикарпатського універсіггегу. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

(22)

де N 0 = п0-сІ -  8-Ю11 см'2. Для достатньо великих часів релаксації Ті» 1  
з (22) і (14) знаходимо:

Ш ( ( )  ш М0
АуР0/  + ВуРд22І>/2

1 + А,Р0А + В„Рп.2іVі  0 2
1/2.1 /2 * (23)

Розрахункові криві 2, 3 і 4 рис. 1 добре узгоджуються при різних 
тисках з експериментальними даними при значеннях кінетичних
параметрів А„= 4.432 П а'с"1, 5„=  0.386 Па'І/2с'ІД, т; = 7-Ю4 с.

Рис. 1. Зменшення поверхневої концентрації електронів у  плівці п-РЬТе при 
різних тисках кисню: 1 -  1.333-КҐ, 2 -  І.ЗЗЗІО '1, 3 -  І .З З З К Т 6,

4 -  І .З З З К Т 7 Па; о  -  експериментальні результати [5], суцільні л ін ії-  
розрахункові криві. Вихідна концентрація електронів по=1.61017 см'3.
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Рис. 2. Зменшення приведеної поверхневої концентрації електронів в плівках п- 
І'ЬТе до рівня, що відповідає власній концентрації при тиску кисню І.ЗЗЗ ІО'4 Па; 
концентрація електронів по: 1 -4— 5-Ю16; 8-Ю16; 9 1 017; 1.5 І0 іа с м 3; Л І .  2, х З, 

о  4 -  [5]. Суцільна лінія -  розрахункова крива.

У діапазоні тисків 10"4 Па. Р0 ,10'2 Па при р о « п о , 4рі&(і)«По 
кінетика поверхневої концентрації електронів визначається формулою 

А М 0) = ̂ 8 ( і )[1  + 8 ( і ) Г '  (24)
і урахуванням (21). Кривая 1 рис. 1, що відповідає тиску кисню 

=1,333-10‘4 Па, задовільно описує експериментальні результати

мри значеннях кінетичних параметрів А = 4.432 Па"'с'' і т>= 2408 с. 
Іменшення концентрації електронів відбувається доти, поки вона не 
і гає близькою до власної, незалежно від концентрації електронів у 
вихідних зразках (рис. 2, Р0і =1,333 10-4 Па). Це також випливає з 

отриманих нами формул (24) і (21):
т о  _ ( і + 8- ) ( і - е - ,/ті) (25)
М ( ~ )  [ і  + г л - е - 1' ' 1) ] '  

лс g0. = АР0 т2. Завершується процес у розглянутій області низьких
іисків кисню досягненням власної провідності у зразках при 
ібереженні значень рухливості носіїв струму, що свідчить про 
слектронейтральність утворених комплексів і відсутність помітної 
локалізації електронів і дірок на поверхні, обумовлюючих згин зон.
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IV. Висновки
Показано, що при великих концентраціях власних атомних 

дефектів Урь , Fj?+, Pbf* у плівках телуриду свинцю, взаємодіючих з 
кисневим газом, процеси утворення і розпаду нейтральних комплексів 
дефектів з молекулою кисню у міжвузловині можуть привести до 
спостережуваної кінетики концентрації електронів в п-РЬТе при 
низьких тисках кисню.

On the basis o f  notion about form ation and destruction o f  neutral complexes o f  
own defects and oxygen dopant ( v £ 0°2,v£  )° and ( Pb‘*O0hV ^  )° in lead telluride film s  
the explanation o f  kinetics o f  an electron concentration being observed at low  
pressures o f  oxygen and room temperature in n-PbTe film s is proposed. The kinetic 
parameters o f  two different types o f  complexes had been determined from  matching 
theoretical and experimental results.

[1]. Равич Ю.И., Ефимова Б.А., Смирнов И. А. Методы исследования 
полупроводников в применении к халькогенидам свинца PbTe, PbSe, PbS. -  М.: 
«Наука», 1968. -  384 с.
[2]. Lead Chalcogenides: Physics and Applications, ed. by D.Khokhlov. N.Y.: “Gordon 
and Breach”, 2000.
[3]. Волькенштейн Ф.Ф. Физико-химия поверхности полупроводников. -  М.: 
«Наука», 1973. -3 9 9  с.
[4]. Фреик Д.М., Галущак М.А., Межиловская Л.И. Физика и технология 
полупроводниковых пленок. -  Львов: «Вища школа», 1988. -  152 с.
[5]. Parker Е., Williams D. The kinetics and electrical effects o f  oxygen sorption on 
uncontaminated PbTe thin films // Thin Solid Films. -  1976. -  V.35, -  № 3, -  P.373- 
395.
[6]. Рувинский M.A., Фреик Д.М., Рувинский Б.М., Про'копив В.В. О механизме 
образования и зарядовых состояниях собственных атомных дефектов в пленках 
теллурида свинца // Письма в ЖТФ. -  2000. -  Т.26. -  №15. -  С .б-11.
[7]. Бабич В.М., Блецкан Н.Н., Венгер Е.Ф. Кислород в монокристалах кремния. -  
К.: «Интерпрес ЛТД», 1997. -  240 с.
[8]. Булярский С.В., Светухин В.В., Львов П.Е. Термодинамика 
комплексообразования и кластеризации дефектов в полупроводниках // ФТП. -
2000. -  Т.34. -  №4. -  С.385-388.
[9]. Зломанов В.П. Нестехиометрия и реакционная способность неорганических 
соединений // Соросовский Образовательный Журнал. -  2001. -  Т.7. -  №5. -  С.29- 
35.
[10]. Кайданов В.П., Равич Ю.И. Глубокие и резонансные состояния в 
полупроводниках типа А ^ В 71 // УФН. -  1985. -  Т.145. -№ 1 . -  С.51-86.
[11]. Фистуль В.И. Новые материалы. Состояние, проблемы, перспективы. -  М.: 
«МИСИС», 1 9 9 5 .-  141 с.
[12]. Крегер Ф. Химия несовершенных кристаллов. -  М.: «Мир», 1969. -  654 с.

И II. Салій. Електротехнічна модель електропровідності тонких полікристалічних плівок PbTe

Я.П. Салій

ЕЛЕКТРОТЕХНІЧНА М ОДЕЛЬ ЕЛЕКТРОПРОВІДНОСТІ 
ТОНКИХ ПОЛІКРИСТАЛІЧНИХ ПЛІВОК РЬТе

Запропоновано нову модель опису розмірного ефекту в тонких 
полікристалічних напівпровідникових плівках. Вважається, що плівка 
складається з  зерен, які мають дві області -  внутрішнє ядро і оболонку 
(поверхневий зеренний шар) -  з різними електрофізичними властивостями. В  
ічшках моделі вдалося розділити внески в питомий опір полікристалічних плівок 
П Т е  зерномеж ового і власного об 'ємного розсіювання.

В роботі [1] показано, що вклад розсіювання на границях зерен 
і у приповерхневому шарі в тонких металічних плівках приблизно на 
порядок перевищує вклад розсіювання на фононах і точкових 
дефектах. У порівнянні з попередньою двошаровою (об’єм плівки і 
приповерхневий шар) моделлю, що враховує розсіювання на ганицях 
кристалітів [1], у даній моделі прийнято положення про те, що 
розсіювання на поверхні всієї плівки ідентичне за природою з 
розсіюванням на границях зерен, тому що кристаліти власною 
поверхнею утворюють поверхню плівки. Зрозуміло, що питомий опір 
плівки, яка складається з однорідних (припускаємо) кристалітів, це 
питомий опір одного кристаліту з оболонкою. Суттєвим недоліком 
попередньої моделі був нефізичний злом на залежностях провідність -  
ювщина плівки. Перевагою нової моделі є те, що вона є простішою, їй 
мідповідає плавна функціональна залежність з меншим числом 
параметрів.

Ця нова модель в єдиному підході пояснює залежності 
питомого опору тонких полікристалічних напівпровідникових плівок 
під товщини плівки і розміру зерна. Застосовність моделі 
підтверджена також на значній кількості металічних плівок.

Вважалось, що плівка однорідна і утворена з кристалітів 
кубічних за формою і однакових за розмірами. Куб кристаліта із 
ітороною 1, складається з центральної кубічної сердцевини розміром <і 
і оболонки. Питомий опір сердцевини ро пов’язаний з розсіюванням на
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фононах і дефектах, питомий опір оболонки рф, пов’язаний з 
розсіюванням на границях зерен і пограничному дефектному шарі 
товщиною

А = ( І -ф /2 .
Опір кристаліту розрахували, розбивши його на сердцевину 

опором
Ко—р</<і,

оболонку попереду і позаду сердцевини, якщо йти вздовж струму, 
опором

К ф і  -  Р ф (1  -  СІ)/СІ2

і оболонку паралельну лінії струму з опором

& іЬ2 =  Р ЯЬІ/(12 - < ? ) .

Очевидно, що опори До і з ’єднані послідовно, а опір ЯеЬ2 
паралельно до них. Питомий опір кристаліту становитиме

р= Я І,

де Я -  опір кристаліту, розрахований за трьома складовими опорами. 
На рис.1 представлено експериментальні дані [2] залежності

І, нм

Рис. 1. Залежність питомого опору (Т=300) полікристалічних плівок РЬТе 
середнього розміру кристалітів. Суцільна лінія  -  аналітична крива для 

електротехнічної моделі.
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питомого опору полікристалічних плівок p -РЬТе від розмірів 
кристалітів і апроксимуючу криву одержану згідно запропонованої 
моделі. У  результаті розрахунку одержано ро = 0.95 Ом см,
Є,,. ■ 8.75 Ом см і товщину поверхневого кристалітного шару 
/і -  0.135 мкм. Слід зазначити, що розраховане значення р0 перевищує 
иідіімє значення питомого опору об’ємних монокристалічних зраків 
іпіуриду свинцю [3] всього у 5 разів, що, напевно, пов’язано з 
неоднаковістю розмірів кристалітів у різних напрямках, як і 
шишчалось в [2 ]. Величина h, близька за значенням до довжини 
цільного пробігу дірок /.0 =0.15 мкм в монокристалічних об’ємних 
фінках.

Таким чином, незважаючи на значні спрощення, 
^пропонована модель достатньо адекватно відображає суть явища і
.....нно описує залежність питомого опору від розміру кристалітів, а
одержані у результаті апроксимації параметри мають фізично 
обгрунтовані значення.

Автор виражає вдячність Дмигруку М.Л., Проценку І.Ю . і 
Фреїку Д.М. за обговорення результатів роботи.

A new model o f  the size effect description in thin polycrystaline semiconductor 
lllms was proposed. I t is assumed that a polycrystaline film  consists o f  the grains which 
ill і- formed two regions with different electrophysical properties. They regions are the 
і і nn and surface. The development o f  this model allowed us to separate o f  the share o f  
bulli one grain and grain surface electronscattering on size effect o f  resistivity o f  PbTe 
fhilycrystalline films.
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ЕЛЕКТРО Н-ЕЛЕКТРОН Н Е РОЗСІЮ ВАННЯ НОСІЇВ У
КРИСТАЛАХ ХАЛЬКОГЕНІДІВ СВИНЦЮ  п-ТИПУ

Визначено значення параметра розсіювання електрон-електронних 
зіткнень в електронних кристалах халькогенідів свинцю, розраховано 
концентраційну залежність термоелектрорушійної сили.

Халькогеніди свинцю зарекомендували себе як ефективні 
матеріали для термоелектричних перетворювачів енергії, джерел та 
приймачів когерентного випромінювання інфрачервоної області 
оптичного спектра [1-3].

Механізми розсіювання носіїв струму в значній мірі визначають 
значення кінетичних параметрів матеріалу, а також характеристики 
приладних структур на їх основі [1,2]. В роботах [4-10] досліджено 
вплив розсіювання вільних носіїв на екранованому кулонівському 
потенціалі вакансій, короткодіючому потенціалі вакансій, 
деформаційних потенціалах акустичних та оптичних фононів, 
поляризаційному потенціалі оптичних фононів на значення 
кінетичних параметрів електронних кристалів халькогенідів свинцю у  
широкому інтервалі температур (4,2-300 К) та концентрацій (1-10 - 
1-Ю с м '). Електрон-електронні зіткнення при цьому не 
враховувалися.

Міжелектронні зіткнення [11-16] не змінюють електричного 
струму безпосередньо, їхня роль зводиться до перерозподілу енергії 
між носіями, що зіштовхуються. При обчисленні рухливості вони не 
впливають на величину часу релаксації, а отже і на рухливість. 
Розраховуючи коефіцієнти термо-е.р.с., теплопровідності та ефекту 
Нернста, не можна вважати Е  = е г , а варто врахувати розмиття 
східчастої функції розподілу. В умовах спостереження цих ефектів 
потоки “гарячих” і “холодних” електронів рухаються назустріч один 
одному, і перерозподіл енергії між потоками може помітно впливати 
на деякі ефекти. Звідси випливає, що міжелектронні зіткнення можуть 
впливати на термоелектричні ефекти, пов’язані із релаксацією потоку 
енергії поблизу поверхні Фермі та релаксацію імпульсу.

Електрон-електронне розсіювання враховували через тепловий 
опір IVа  згідно [11]
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„ О /  и т * ,Феє 2л  е (к^Г) (к Рге )цп  Г, Г Л

Т Г  ж
-,1 п

Є '

(1)

де №0 -  тепловий опір, V,; ■■

еЛ 1 + -

і + 2- ^
£г.

Фермі, 

14 .■)

швидкість на рівні

В (г )  дорівнює

- И ' - ;

2 2 агсі%г л----- 4 2і
Л 1 +  2 І Л 1 + 2

к г =

11/2

З к  п

N

радіусмпільовий вектор на рівні Фермі, г -  .
^ л е р ( р )

екранування, який відповідає діелектричній проникності £ „ , N  -

. , 42т 3/
число еліпсоїдів, р ( є )  =

л 2П3
2є\г1 Н-------- \я£ —

І  є° )
густина станів.

Функція В (г )  близька до одиниці при (2крге) 1 « 1  -  умові, яка з 
достатньою точністю виконується у розглядуваних матеріалах.

Оцінки показали [11,12], що характерні частоти руху носіїв 
ишчно перевищують частоти поляризаційних коливань, тому 
шелектрична проникність, яка визначає потенціал взаємодії носіїв, 
обумовлена лише поляризацією електронних оболонок атомів і 
дорівнює високочастотній діелектричній проникності є„. 
Іш-тосовність борівського наближення у розглядуваних матеріалах 
шбсзпечується відносно великим значенням енергії Фермі (малою 
ефективною масою) та діелектричною проникністю £„.

Згідно [12], відношення параметрів розсіювання, визначених із 
рухливості гц та термо-е.р.с. га , дорівнює

(2)

де £ -  число Лоренца; = —  І — | -  число Лоренца у законі

Нідемана-Франца; параметр розсіювання гц 

шаходиться із виразу [11]
- № ) ■

. Відношення
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(3)

Маючи на увазі, що га = '£ га і , де і -  визначає різні механізми
і

розсіювання, включаючи електрон-електронне розсіювання, отримали 
чисельне значення параметра розсіювання ге е = 0,8.

Розрахунки, проведені для всіх трьох сполук халькогенідів 

свинцю (РЬБ, РЬБе та РЬТе) показали, що відношення —  прямує до

одиниці в області температур рідкого гелію та при кімнатних 

температурах (-^- = 0,998 при 4,2 К та —  = 0,993 при 300 К). При
А)

температурах, порядку 77 К, це відношення проходить через мінімум, 
що свідчить про можливий вплив електрон-електронного розсіювання 
у цьому інтервалі.

Знаючи параметр розсіювання електрон-електронних зіткнень, 
згідно [2] можна розрахувати коефіцієнт термо-е.р.с.

а = ^ —  2к°Гт° ( г  + 1), (4)
е З Н (З я  п ) І

а _ к0 п  2к0Тт(д) ( г | / )  2Н2(З я 2п )*  Ч  
m2(q )ecе 3 П2(З я 2п )2' 3 ’ (5)

де га -  показник степеня в загальному виразі для часу релаксації, який 
визначається механізмом розсіювання; к0 -  постійна Больцмана, е -  
заряд електрона, А -  постійна Планка, т0 -  маса вільного електрона, 
т (д) -  маса електронів на рівні Фермі, Т -  температура, п -  
концентрація вільних носіїв, є в -  ширина забороненої зони, £ -  
енергія Фермі; т(Е) визначається співвідношенням

. . І, 2Л2( З я 2п / /3
т ($ ) = + ------------- -— • (6)

V т оєв
Вираз (4) відповідає випадку, коли застосовується квадратичний 

закон дисперсії зі змінною ефективною масою, а, відповідно, (5) -  для 
неквадратичного закону дисперсії.

Для випадку, коли реалізуються різні механізми розсіювання 
носіїв одного знаку, сумарний вираз для коефіцієнта термо-е.р.с. 
обчислювали за формулою
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а  = І  а , ,
І

де і вказує на механізм розсіювання.
На рисунку показано концентраційну залежність коефіцієнта 

ігрмо-е.р.с. при 77 К для електронних кристалів телуриду свинцю. Як 
аидно із рисунка, співпадання результатів теоретичних розрахунків із 
рщ периментальними даними при 77 К можливе при врахуванні 
р/ісктрон-електронної взаємодії.
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Рисунок. Концентраційна залежність коефіцієнта термо-е.р.с. для кристалів п- 
1‘ЬГі при температурі 77 К: 1 -  електрон-електронні зіткнення, 2 -  всі механізми 

розсіювання носіїв без врахування електрон-електронної взаємодії, 3 —з 
врахування електрон-електронної взаємодії; о -  експериментальні дані [16].
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К РИСТАЛОКВАЗІХІМІЧНИЙ І ТЕРМ ОДИНАМ ІЧНИЙ АНАЛІЗ
ДЕФ ЕКТНОЇ ПІДСИСТЕМ И ТЕЛУРИДУ СВИНЦЮ ,

НАСИЧЕНОГО СВИНЦЕМ  І ЛЕГОВАНОГО ТАЛІЄМ.

Методами кристалоквазіхімії та термодинаміки виконано аналіз процесів 
•ь фгктоутворення у  кристалах РЬТе<РЬ>:ТІ. Встановлено, що переважаючими 
іУфі’ктами є  двозарядні вакансії свинцю донорного типу, між вузлові однозарядні 
итнии талію акцепторного типу, а також однозарядні донорні комплекси 
"чтансія свинцю - міжвузловий атом талію".

І. Вступ
Телурид свинцю є базовим матеріалом для термоелектричних 

перетворювачів та пристроїв інфрачервоної техніки [1, 2]. Наявність 
двосторонньої області гомогенності сполуки дозволяє за рахунок 
шдхилень від стехіометричного складу одержувати матеріал як п-типу 
(надлишок металу), так і р-типу (надлишок халькогену) [3]. Додаткове 
нотування у значній мірі впливає на атомну дефектну підсистему, 
ніпначаючи тим самим тип провідності і величину концентрації носіїв 
шряду [4].

Не дивлячись на достатньо значні публікації з питань що 
і і псуються процесів дефектоутворення у сполуках А /УВ У!, ще до цього 
■ті у не виясненні до кінця як переважаючий вид атомних дефектів, 
і й к  і їх природа та зарядовий стан [5, 6]. Тому дослідження фізики, 
чімії та інженерії атомних дефектів залишаються актуальними 
проблемами матеріалознавства.

Вплив домішки талію на властивості телуриду свинцю вивчався
V ряді робіт [4, 6]. Для пояснення одержаних результатів припускають, 
що домішка талію не обумовлює зміну параметрів зонної структури 
| ’І | У той же час виявлені смуги додаткового поглинання, які відсутні
V чистих зразках телуриду свинцю, вказують на те, що існує 
момішкова смуга з енергією Е„ = 0 ,24± 0 ,06е5  при 300 К талію у 
ишіентній зоні [6]. Крім того, дослідженням явища самокомпенсації у 
І'ЬТе, легованих талієм [6] було встановлено, що у зразках р-типу 
іпіують резонансні рівні у валентній зоні із енергією ~ 0,1 еВ, а л-типу

локальні рівні під дном зони провідності з енергією ~ 0,1 еВ. Автори 
| () | також припускають про існування крім одиночних атомних 
дефектів ще і їх комплексів.

У даній роботі вперше методами кристалоквазіхімії [7] та 
ісрмодинаміки [4] проаналізовано процеси дефектоутворення у

'і 1* 1 ілйлюк, А.М. Яцура, Г.Д. Матеїк, В.М. Бойчук. Кристалоквазіхімічний і термодинамічний ...

бі



кристалах телуриду свинцю, легованих талієм за умови їх насичення 
свинцем.

II. Кристалоквазіхімічні р івняння процесу легування

Зміст методу полягає у накладанні (суперпозиції) 
кристалоквазіхімічних кластерів основної матриці і легуючого 
елемента, утворених на основі антиструктури основної сполуки.

Телурид свинцю кристалізується у структурі типу №гС7 із 
параметром гратки а = 6,452 А [1]. Ця структура характеризується 
октаедричним (О) і тетраедричним (Т) оточенням атомів РЬ і Те. 
Октаедричні і тетраедричні радіуси атомів складають відповідно 
г0рь= 1,62 А, гТРЬ = 1,46 А, г0те= 1,64 А, гТіе = 134 А [8]. Крім того 
структура кухонної солі має октаедричні (ОП) і тетраедричні (ТП) 
порожнини. ОП -  це вакансії Те у катіонній чи РЬ в аніонній 
підгратках, ТП -  незайняті місця у тетраедричному оточенні РЬ чи Те 
відповідно.

Для телуриду свинцю антиструктурою є галеніт У'РЬУТ..  При 
надлишку свинцю антиструктура стехіометричного РЬТе утворює 
кластер із катіонними вакансіями УТе

У'пУп + РЬ° -> РЬ'пУп- - (2.1)
Тут -  негативний заряд, “ ” -  позитивний заряд, “°” -  

нульовий заряд, Уп ,Ут. -  вакансії свинцю і телуру відповідно, РЬРЬ -  
свинець у вузлі кристалічної гратки, РЬ° -  нейтральний атом свинцю.

Суперпозиція отриманого кластера (2.1) із квазіхімічною 
формулою основної матриці РЬхп Те^е описується згідно:

(1 - а)РЬ’п Те'Те + а(РЬп УТ' ) (РЬ^РЬ'а )п  ( Т е ^ У а )п ->

-*Р Ь ’п { Т е ^ )Уа )Т'  + 2ссе.

Тут а  -  мольні долі легуючої компоненти, “х” -  нейтральний 
стан атома. Згідно (2.2) стає очевидним, що надлишок свинцю 
призводить до утворення додаткових вакансій телуру ((Уа)п ) і
вільних електронів (2а е )  які і спричиняють л-тип провідності 
матеріалу.

Компенсуючу дію вакансіям телуру при легуванні талієм може 
чинити і кластер: “вакансія свинцю -  міжвузловий атом талію”. При 
утворенні цих комплексів маємо :

У'пУте+ ТГ  —* Урь(Уті?? ) ', (2.3)
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(2.4)
(1 - х ) { Р ^ [ Г < 1_л)Ка ]г, + га е }  + х{УРЬ(УТ'Т Ї)}  ->

~^[РЬ^_х)Ух]РЬ{Те̂ __а^ І)Уаіу_х)\Т'{УГеТІ,):, + 2 а ( \ - х ) е , 
Квазіхімічний стан катіонної підградки із однозарядними 

ммнсіями свинцю є неприроднім, тому має місце наступна їх 
йніііиція із приєднанням електрона і утворенням дірок А:

[ Р Ь ^ К и  - » [ РЧ ^ ) К \ Ь + ^  (2-5>

III. Термодинаміка дефектів у легованих кристалах

Рівноважна концентрація вакансій телуру [У ,̂] та комплексів, 

п і  утворені однією вакансією та одним атомом талію [У?, ■ ТІ'] у 
•рнсталічній гратці РЬТе можна визначити із мінімуму 
іцімодинамічного потенціалу за умови достатнього вмісту 
ншшшіїкового свинцю [4]. Термодинамічний потенціал Ф такої 
системи чисельно дорівнює:

Ф = ДЯГв[ ^ ]  + Д Я * [ ^ - 7 і а - Г 5  + Ф,. (3.1)
Тут ДН Те, ДН к -  ентальпії утворення вакансії телуру і 

комплексу відповідно, [УТе], [УТе ■ ТІ'] -  концентрації вакансій телуру і 
инмшісксів відповідно, 5  -  конфігураційна ентропія. Ентропія 
иігісми залежить від термодинамічної імовірності IV, згідно
# -  кі, Іп IV. Термодинамічна імовірність дефектного кристалу (#0 рівна 
коЛугку імовірностей дефектних підсистем вакансій (ІУу) і комплексів 
ІИ*) Н' = Н'І / Н'к. Тоді 5  = к0ІпІУуЩ = к„Іп 1ГУ + к„ ІпЩ. Так, як [4]

N1

\Ук =
[ Y r .T O H N n -lV f.T i; ] ) '.

іоді

Бу  =  ̂ „1п

5* = £01п

ЛП

_[Уг.  ті;]ц ^ - [ ут, тґ,])\ ’

Тут де N  -  число елементарних комірок в 1 см°, И-п -  
«инцентрація талію в зразку, 2 -  число вузлів біля домішки, де може
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утворитися вакансія. Використовуючи формулу Стірлінга, що
(V 1 [ V ■ Т Ґ\

ln N ^ .= N ln N -N ,  при « 1  та —^ —— « 1, тоді співвідношення

(3.2) приймуть вигляд:
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N  ІУП

^ = * 0 - г а | і  + 1П - ^
І 7В

Тут Фе -  термодинамічний потенціал електронів.
Знайдемо мінімум термодинамічного потенціалу (3.1) із 

врахуванням значення ентропії (3.3): 
д Ф

<5-4»
д Ф

з  [УТ'  Т Ї,}~  • ( 3 1
г  З Ф, . .Ьеручи до уваги, що — — — - = р , де р  -  хімічнии потенціал 

д (п - р )
. . З ( п - р )

електронів і ■ =2  (вакансії телуру двократно заряджені) та
6 \Уте\

д ( п - р )
гг, . =1  (комплекси однократно заряджені), на основі

“ ['Те ' Д  ]
(3.3 -  3.5) отримаємо:

М Те- к 0 Т \ п - ^ - + 2 р = 0 ,  (3.6)

(3.7)

/1 =  І ( - Д ї г,+ Л 0 Г .1 п - ^ - ) ,  (3.8)
^ 1/7^

[К • Т Ґ] = ___2 ^ п [Уте \ 'е * /3 т

де А(р = АН Те- А Н і -  енергія зв’язку комплексу.
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За умови достатнього вмісту надлишкового свинцю, що 
відповідає області гомогенності РЬТе на боці металу, і повної іонізації 
'іеі уючої домішки талію Мп = [77/ ] + [УТс- 77/ ] рівняння 
•нгк іронейтральності прийме вигляд:

[ < ]  + и = р  + 2 [ ^ ] + 2 [ И г,-77/]/ . (3.10)
Тут концентрація електронів п і дірок р  у випадку класичної 

¥ ікгистики дорівнюють:

р  = Му ехр
Е + р

к0Т
і п = N . ехр

каТ
(3.11)

■кТ
к  Ъ

К = м ^  + м л - е ^ ' кТ, Еі  -  ширина

кГюроненої зони,
N„ 1 і N , 2  -  густини станів в зонах легких і важких дірок 

«Ілмовідно, АЕу -експериментальна ширина між валентними зонами 
іч них і важких дірок. Концентрація талію [77/]*, яке відповідає 

рм ліш іії термодинамічного л-р-переходу (п-р) = 0 у відсутності 
комплексів [77/]’ = 2[У Те] можна визначити таким чином. На основі 
п - р  із врахуванням (3.11) маємо

ехр
2р_
К Т

К= —-ехр 
N.

Л^ехр

V

Ми ля спрощення і врахування (3.8):

ехр -

N

ЛЯ Те , N  -^• + 1п-----
V  [Ут.]

N .- = —-ехр 
[Ут.] N . 'к 0Т + 'к 0Т

К  , 
= ^ ехрІ "
д я ,

к0Т

минево отримаємо
N.

[Уse] = N ^ ex  р
N„

( Ч  Ь Н Л
квТ к0Т  /

[77/]* =  2-[Кг;]  = 2ЛГ Н і.
N..

Беручи до уваги, що власна провідність

Е, ^ Т е )
к0Т к0Т )

(3.12)

(3.13)
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2 к0Т
пі = { Р 'п )'12 =л/лг„Агг ехр 

на основі (3.13) отримаємо для холлівської концентрації вираз: 

Пн = р - п  = пґ / 2[УгА І І Ц' Т
І  [Ті!]' У 2 [V*]

Вводячи параметр комплексоутворення 

(3.9) перепишеться у такому вигляді

[уТе-ті!] =
і + [7?/] 

т а - І З

(3.14)

(3.15) 

(3.9')

В кінцевому результаті, врахувавши вирази (3.15) -  (3.9') 
рівняння електронейтральності (3.10) буде мати вигляд:

/ 2  т а І [ТІ1,]'

і  [Ц'Т
V

У 2  [Ул ]
/

= М ТІ- 2 - [ У Те] - 2 -
Мл (3.10')

Отриманий вираз (3.10') дає можливість обчислити холлівську 
концентрацію носіїв струму (п-р) згідно (3.14) і (3.15), яка 
визначається на експерименті, за умови відомих значень р  і [77/]*. 
Для їх визначення у рівнянні (3.10') перейдемо до відносних величин:

Я -р = Р ^ И  5  
“ [Ц 'Ґ  п, ’ [77/3* ‘

Тоді рівняння електронейтральності (3.10') шляхом перетворень 
перепишеться у такому вигляді:

(3.10")

де

п =  ( Р ( р )  + р8  
а \  И > 2 - Р - Р ( р )

V

Г ( р ) - -+1 (3.16)

З (3.10") можна отримати [77/]”  -  яке відповідає реалізації 
термодинамічного п-р-переходу (п-р) = 0 з комплексами, що 
визначається на експерименті:
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[77/Г  = -------------------. (3.17)
' 1 -2 Р /ІР  + 2)

гт Р ~ М „  .При ...•/ . '■ » 1 ,  що відповідає значиш концентрації талію у
[77, ]

іршку, з (3.10") отримаємо вираз для холлівської концентрації, яка 
иіпначається із початку насичення свинцем легованого талієм 
нчіуриду свинцю:

”и В!" - Р  = « ґ ^ - " і - ^ >  (З Л 4 0

і у і Р виступає підгоночним параметром, який можна визначити з 
чкпісрименту, п -  власна концентрація носіїв, при 920 К 
«, «7,8 ТО18 см"2 [1].

IV. Обговорення результатів

На основі проведеного комплексного аналізу дефектної 
підсистеми кристалів РЬТе, збагачених свинцем і легованих талієм -  
кристалоквазіхімічного і термодинамічного, а також 
експериментальних даних [6 ], можна визначити значення як констант 
ішшоваги утворення дефектів, їх ентальпій, так і мати повний 
«нилітичний опис поведінки досліджуваної системи, з позицій 
»ерування їх електричними параметрами.

Так, зокрема, із співвідношення (3.14') -  опису рівноважного 
і піну дефектів, одержаного термодинамічними підходами, і даних 
чшілівської залежності концентрації носіїв струму від вмісту талію у 
іршку РЬТе(РЬ'):ТІ (рисунок), методом найменших квадратів 
(найдено значення параметра комплексоутворення ( р  =1,2). У 
подальшому, із виразу (3.15), що пов’язує параметр р  і Дер -  енергія 
ш'язку комплекса, за відомих значень ЛГ= 1,47-1022 і 2 = 1 2  [9], 
іішходимо, що Аср = 0,46 еВ.

Із рисунка, видно, що в області незначного легування талієм 
(до 0,1 ат. %) залежність холлівської концентрації носіїв струму від 
вмісту талію добре описується спрощеною моделлю процесів 
дефектоутворення без утворення комплексів (рисунок -  крива 1). При 
шибокому легуванні необхідно враховувати утворення комплексів 
І^і,'77/1 (рисунок- крива 2). Це і не дивно, так як утворення
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lg [пп, см'3]

Рисунок. Залежності концентрації носіїв струму від концентрації талію, у 
кристалах РЬТе.ТІ, гранично насичених РЬ при Т  — 920 К.

І  - ■ крива за моделлю утворення двократнозарядж ених вакансій телуру [Уп ] 

між вузлових атомів талію  [77/]; 2 -  крива за  моделлю утворення [УТс], [77/] 

комшіексів [К,'к ■ ї ї / ] ' ;  о, » -експ ер и м ен т  [7], о -п -т ип , •  -р -т ип .

комплексів можливе тільки нри певній концентрації талію у зразках, 
що забезпечує їх “об’єднання” із вакансіями телуру.

V. Висновки

1. Запропоновані кристалоквазіхімічні рівняння, що описують 
дефектну підсистему у кристалах п-РЬТе , легованих талієм. Показано 

що основними дефектами є двозарядні вакансії телуру (Н1с) ,які 

компенсуються утворенням комплексів "вакансія телуру 
міжвузловий талій" [УГе ■ Ті[ ] .

2. На основі мінімізації термодинамічного потенціалу Гіббса 
дефектного кристалу п-РЬТе із комплексами, розраховано залежність 
рівноважної концентрації носіїв струму від вмісту легуючої домішки.

3. Апроксимацією експерементальних даних теоретичною 
залежністю концентрації носіїв струму від вмісту легуючої домішки
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The crystalloquasichemistry and thermodynamics methods the analysis o f  defect 
Immation processes in crystals PbTe <Pb>:Tl is made. The prevailing o f  defects are 
the two-charge Lead vacancies o f  donor type, interstatial one-charge Tallium atoms o f  
ни acceptor type, and also one-charge donor complexes "Lead vacancy - Tallium 
mterstatialatom" is established.
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Л.Р. П авлю к

ДЕФ ЕКТНА ПІДСИСТЕМ А КРИСТАЛІВ РЬТе<РЬ>:Т1

Запропоновано квазіхімічні рівняння утворення дефектів у  телуриді 
свинцю збагаченого свинцем і легованого талієм. Показано, що основними 

дефектами, які підтверджують експеримент, є  вакансії телуру (Уте )•  

між вузловий атом талію ('Щ  )  і комплекси ([У-}* ■ Т І ] + ) .

І. Вступ
Дефекти атомної кристалічної структури як власних, так і 

легованих напівпровідників у значній мірі визначають їх фізичні 
властивості [1]. Тому дослідження фізики, хімії та інженерії атомних 
дефектів залишаються актуальними проблемами матеріалознавства.

Дефектна підсистема кристалів РЬТе<РЬ>:ТІ вивчалася у 
роботах [2 ,3 ] на основі мінімізації термодинамічного потенціал 
Гіббса.

Для розрахунку рівноважної концентрації точкових дефектів на 
практиці використовують також метод квазіхімічних реакцій, який 
ґрунтується на законі діючих мас [4]. При цьому необхідно виконати 
аналіз великого числа реакцій і визначити відповідні значення 
констант рівноваги. Кінцевий результат цього підходу залежить як від 
вибору вихідних квазіхімічних рівнянь утворення дефектів, так і 
обрахованих числових значень констант рівноваги.

Нами для аналізу атомних дефектів у системі РЬТе<РЬ>:ТІ і 
визначення механізмів утворення використана квазіхімічних підхід 

[1].

II. М етодика експерименту і його результати

Зразки РЬ'Ге із талієм отримували згідно [3] методом гарячого 
пресування суміші компонентів відповідного складу з наступним 
відпалом при 920 К на протязі 100 год. і гартуванням на повітрі. 
Концентрація легуючої домішки талію сягала до 2 ат. %. На 
одержаних таким чином зразках проводили холлівські вимірювання у 
постійних електричних і магнітних полях.
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1$ [пн.см'3]

Рис. 1. Залежність концентрації носіїв струму від вмісту надлишкового свинцю  
О (Хг=ЛГя//Уті) у  зразках РЬТе<РЬ>:Т1. Концентрація талію у  зразках №л, ат. %: 

1 -  0.05; 2 -  0,2; 3 -1 ,0 ;  4 -2 ,0 .  [3]

Крь, ат. %

N11, ат. %

Рис. 2. Залежність надлишкового свинцю, який відповідає меж і гомогенності 
у  зразках РЬТе<РЬ>;ТІ від вмісту талію
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Встановлено, що величина і знак сталої Холла залежать як від 
вмісту талію, так і надлишкового, понад стехіометрію, свинцю. 
Збільшення надлишкового свинцю у зразках, при малому вмісті талію 
для значень = (0,0 - 1,0) Мп (Мрь -  концентрація надлишкового 

свинцю, N -11 -  концентрація талію у зразку), обумовлює початкове 
різке зменшення концентрації дірок (рис. 1).

При вмісті талію менше за 0,1 ат. % спостерігається при цьому і 
конверсія типу провідності (рис. 1). В області великого надлишку 
свинцю холлівська концентрація суттєво не змінюється (рис. 1). 
Характерний злом на залежностях пн =  / ( ^ РЬІИ ГІ) (рис. 1) автори [3] 

пов'язують із досягненням межі гомогенності РЬТе у присутності 
домішки талію. Проведена оцінка вказує на зростання межі 
розчинності свинцю у кристалічній гратці телуриду свинцю із 
збільшенням легуючої домішки талію (рис. 2). Крім того, як видно із 
рис. 1, концентрація дірок у зразках, що знаходяться поблизу краю 
області гомогенності значно менша концентрації введеної домішки.

III. Квазіхімічні рівняння утворення дефектів
і константи рівноваги

Квазіхімічні рівняння утворення рівноважної концентрації 
дефектів при легуванні основної матриці РЬТе як власними 
компонентами -  свинцем, так і домішкою талію, за заданих умов 
(температура, парціальні тиски компонентів), будуть мати вигляд:

РЬ**>РЬп  + У £ + 2 е \  К УГ'= { У £ ] Пг /[РЬ*]; (1)

П * < а Ц  + Н \ К п = [ Ц ] - р / [ Т Ґ ] ;  (II)

Ц+Уп =ГСГ-ЦТ, Кк =[у£-ті;]У([У>;нц])-ЛЩ
Т о е ' + Г ,  К , = п р .  (IV)

Де реакція (І) описує перехід надлишкового свинцю у катіонну 
підгратку РЬТе і утворення двозарядних позитивних вакансії телуру 
(У п ). Реакція (II) визначає перехід талію з твердої фази у кристалічну
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і ріп ку РЬТе із утворенням однозарядних акцепторів (77/) і дірок

п і [77/ ] = р  + \Уп • 77/]+ + 2 • [У£ ]. Реакція (III) -  утворення

і.фчдженого комплекса, а реакція (IV) -  власну провідність.
Рівноважний стан такої дефектної підсистеми у кристалах р- 

ІЧіТе для цього випадку у загальному вигляді можна описати 
ріииянням електронейтральності:

« + [Ті: ] + [Уп  ]+ 2  • [ ГД- ] = р  + [V}; ■ 77/ Г + [ К  ] + 2 • [ У »  ]. (1)

Беручи до уваги, що при надлишку свинцю концентрації 
иіікансій [УрЬ], [Урь] будуть незначними, у порівнянні із іншими 

игфектами [3], рівняння електронейтральності (1) перетвориться до 
вигляду:

п + іт іп = р + № ;  ■ д т + г а + 2  ■ № ] .  (2)

Крім того, згідно [1] [Гг; ] « [ ^ +], тоді (2) буде:

П+[Т і;]= р+ [У £  • 77/ Г + 2  • [Уї; ]. (3)

Тут [77/] -  концентрація талію у кристалі, п(р) -  концентрації 

г нектронів (дірок).
Беручи до уваги, що концентрація надлишкового свинцю у 

Фінку Ирь чисельно дорівнює сумі концентрації свинцю у вільній фазі 
| РЬ ] і концентрації вакансій телуру [У£] у кристалі:

л и = [ « * ] + К Ї Ч ,  (4)
її галію

м п = [ п ;] + [ п 5] + і у £ п ; т ,  (5)

«ля концентрацій вакансій телуру, міжвузлового талію і комплексу 
одержимо:

[уї: ] = ^ ь/( \+ п2/ к УТ') ,  (6)

[Ц -] = # „ / ( !  + К І/ К „ п  + Кі - [Уї; ] ) , (7)
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\у": -т і ;х=кк \ у } : ] - т ] .  да

На основі співвідношень (4 -  8) рівняння електронейтральності
(3) набуде вигляду:

и +  - Н г ,

1 + К ,

П-Кп
1 +  -

1 +

• + £ +
П

к к м п - к п (9)

К К
1+ -

К, , к к -1Уи
П-Кп

1 +  -

1+ -
к„

Отриманий вираз (9) визначає залежність концентрації 
електронів від концентрації надлишкового свинцю та талію. Маючи 
на увазі, що холлівська концентрація носіїв струму пов’язана із 
концентраціями електронів і дірок співвідношеннями

п - р ,  р - К,  І п

= и - ( 1 - £ , п 2) , ( 10)
можна знайти залежності експериментально визначеної концентрації 
носіїв струму, а також розрахованих концентрації дефектів [К^+] і 

[Г/Г] та \У £  ■ 77, ]+ від легуючих домішок Л /̂, ІУи,-

IV. Обговорення результатів

За відомим із експериментів значень Ить пн, на границі 
області розчинності (рис. 1), а також обрахованою константою 
рівноваги власної провідності Кі [1], на основі рівняння 
електронейтральності (9) і (10), можна знайти константи рівноваги 
квазіхімічних реакцій утворення міжвузлового атома талію КТі, 
вакансій телуру К Уп і комплексу [Кг2+ -77,Г]+ -  Кк.

При температурі відпалу 920 К, розрахунок дає наступні 
значення:
К и = 2 .0 -1019 см \ К„ =3.8 ТО36 слГ3,
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Маючи на увазі залежність К  =  К° ■ ехр(-ДЯ / кТ) [1], при 
обрахованих, згідно термодинамічних підходів, ентальпій реакцій І-ІІІ 
(таблиця) знайдемо передекспотенційні множники К°. У нашому 
пцпадку вони виявились такими:
Я’,“ = 4 .М 0 20 см~3, =2.3-1021 см~г, К°к = 1 .3 -1 017 слГ3

Л.Р. Павлюк,. Дефектна підсистема кристалів РЬТе<РЬ>:Т1...

Таблиця
Квазіхімічні реакції, константи рівноваги і ентальпії утворення 

___________ дефектів у  кристалів РЬТе<РЬ>:ТІ._______ _______

№ Реакція Константа К»
д я ,
еВ

1
РЬ* <ї> РЬп  + У £ + 2 е ' К у ^ І У Ї У п 'Ц Р Ь 11] 2.25-104’

см6
0.87

2 Т Ґ  «  Ц  + А+ К ТІ=[ТІГ]р/[ТІ*] 4.1-Ю20 
см'3

0.24

3 т іг + г? ;= [ у£ п ; г
к  А У ї: -т і;Г

к [У ї;н т і; \
1.32-10 17 

см'3
0.41

4 "0"<=>е~+й+ К і = п - р 1.06-1 о41
см'3

0.58

^  [пн, см'3]

Рис. 3. Залежність концентрації дефектів [У £ ] -  1 і [У.£ Т1Г]* -  2 

у  кристалах РЬТе<РЬ>:ТІ від концентрації легую чої домішки (Мгі) при 920 К.
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^  [пн,см'3]

Рис. 4. Залежність розрахованих значень холлівської концентрації носіїв струму 
п н - 1  і концентрації дефектів [У £] - 2 ,  [У £  П ~У  - 3 ,  [77*] - 4  

у  кристалах РЬТе<РЬ>:ТІ від в  ( в ^ р ь М т ):  Мп  =  І ат. %; Г =  923 К;
•  -  експеримент (холлівська концентрація носіїв струму) [3].

№ [пн, см'3]

N71, ат. %
Р и с  5. Залежність розрахованих значень холлівської концентрації носіїв струму 

пн -  І і концентрації дефектів [Кг* ]  - 2 ,  [К ,^ -27,']* - 3 ,  [77,“ ] - 4  
від концентрації легуючої домішки -  талію (ї/ц) у  кристалах РЬТе<РЬ>:ТІ. 

0 - 0  5 (в^рь/М т О ; Т = 920 К;
•  — експеримент (холлівська концентрація носіїв струму) [3].
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СМ-3]

Рис. 6. Просторова залежність холлівської концентрації носіїв струму (пн) 
у  кристалах РЬТе(РЬ) :П  від концентрації легую чої домішки -  талію (N11)  

і в  (О-Мрь/Мті). Т  =  920 К. Розрахунок згідно (3.9).

Рис. 7. Просторова залеж ність вакансій телуру ([У?,* ]) 
від концентрації легую чої домішки -  талію (N11)  і О (G-Npь/NтO■

Т  -  920 К. Розрахунок згідно (3.9).



І Іи основі отриманих значень констант рівноваги утворення дефектів 
(тиблиця), згідно виразів (6-8), можна теоретично розрахувати 
залежності холлівської концентрації п„, а також концентрації вакансій 
у аніонній підгратці Ут2е*, міжвузлового талію [77' ]  і комплексів 

№  ' Ц Т  У кристалічному РЬТе<РЬ>:ТІ. Деякі із
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Рис. 8. Просторова залеж ність комплексів ( [V * *  ■ Т І  ] * )  

від концентрації легую чої домішки -  талію (N11)  і в  (С=ІЇРЬ/И ТІ).
Т - 9 2 0  К. Розрахунок згідно (3.9).

ЦИХ результатів наведено на рис. 3-8. Так, зокрема, в області 
незначного легування талієм (д о 0,1 ат.% ) залежність холлівської 
концентрації носіїв струму від вмісту талію добре описується 

спрощеною моделлю процесів дефектоутворення: [У£]+[ТІ~]. При 

глибокому легуванні необхідно враховувати ще і утворення 

комплексів [У72* Т1~]*. Збільшення вмісту надлишкового свинцю до

0,1 ат. % у кристалах РЬТе<РЬ>:ТІ при заданій кількості талію, для
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області гомогенності сполуки РЬТе<РЬ>:ТІ обумовлює різке 
іростання концентрації вакансій і комплексів (рис. 4 -  криві 2,3). 
Подальше збільшення металічної фази обумовлює їх незначне 
іростання (рис. 4 -  криві 2, 3). Холлівська концентрація носіїв струму 
для матеріалу р-типу при цьому зменшується (рис. 4 -  крива 1). При 
іОільшенні вмісту легуючої домішки талію, за умов формування 

кристалів РЬТе(РЬ):ТІ із дірковою провідністю концентрація вакансій

голуру [У£] (Рис- 5 -  крива 2) зростає паралельно до зміни 

концентрації міжвузлового талію [77, ] (рис. 5 -  крива 4). Останнє 

підтверджує результати авторів [3], про наявність явища
і имокомпенсації акцспторної домішки власними донорними 

дефектами. Концентрація комплексів [У2* ■ Ті;]* при цьому зростає 

незначно (рис. 5 -  крива 3), а холлівська концентрація носіїв струму 
шачно збільшується (рис. 5 -  крива 1).

На просторових діаірамах узагальнено залежності холлівської 
концентрації носіїв струму (пн -  рис. 6) і концентрації вакансій телуру 

( | У,1* ] -  рис. 7) та комплексів ([V}* Ті:]* -  рис. 8) від концентрації 

исгуючої домішки талію (#п) і свинцю (С = ^ь /^ і) .

Висновки

1. Запропоновані квазіхімічні рівняння утворення дефектів у 
телуриді свинцю збагачених РЬ і легованого талієм: вакансій телуру 

(Уи)> міжвузлового талію (77,”) і комплексів [У£ Ті;]*.

2. Одержано теоретичні співвідношення, що визначають 

залежність холлівської концентрації носіїв струму (пц), а також ([К,2/ ] ,  

[77, ], [У}* ■ Ті:]*) від вмісту РЬ і ТІ.

3. На основі апроксимації експериментальних кривих 
теоретичними залежностями холлівської концентрації носіїв струму

Л.Р. Павлюк,. Дефектна підсистема кристалів РЬТе<РЬ>:Т1...
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від вмісту свинцю і талію у РЬТе визначено значення констант 
рівноваги і ентальпії утворення дефектів.

4. Підтверджено явище самокомпенсації акцепторних центрів 

талію власними дефектами [У?*] донорного типу.

Автор висловлює вдячність професору Ф реїкуД.М ., 
професору Г алущ аку М.О. за постановку задачі дослідження та 
обговорення результатів.

The quasichemical equation o f  defects form ation in Lead Telluride enriched by 

Lead and doped by Tallium are offered. It is shown, that the main defects, which

confirm experiment, there are vacancies o f  Tellurium (V je )• interstatial atoms o f

Tallium (Tl~ )  and complexes ([V j?  ■ Tl~] *  ) .
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І.М . Іваниш ин, В.В. Борик

ДЕФ ЕКТИ У ТЕЛУРИ ДІ ОЛОВА, ЛЕГОВАНОМУ 
ГАЛІЄМ

Методами кристалоквазіхіміїзапропоновані моделі дефектної підсистеми
у телуриді олова при легуванні галієм. Показано, що при н* ™ 2 2 х  т а к і  
•анісм (до О іа т .% ) відбувається заповнення як октаедричних. так 
тетраедричних порожнин кристалічної структури основно, матриці. При 
Тільшш ко щ ен т Р ціях  гм ію  переважає механізм заповнення тільки

октаедричних порожнин.

1. Вступ

Одним з напрямів підвищення ефективності термоелектричних 
матеріалів є зміна складу шляхом легування та утворення твердих

розчинів характеризується значним відхиленням від

« * £ 5  »  <*«* —гомогенності, що і обумовлює високі концентрації (-10 см ) власних 
атомних дефектів (вакансій олова) і носіїв струму р -™ У  Й  
Легування таких сполук може супроводжуватись не тільки 
вкоченням  чи заміщенням атомів матриці домішковими атомами 
але й їх взаємодією, внаслідок якої змінюється електрична активність
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як катіонних вакансій, так і самих атомів в кристалічній гратці [2]. Це 
у значній мірі впливає на термоелектричні властивості матеріалів.

У відповідності з даними ізотерми розчинності (рис.1) в системі 
Бп-Єа-Те межа області гомогенності відповідає ~1 ат.% Са [4]. В 
інтервалі малих концентрацій домішки галію (до 0,1 ат.%) 
концентрація вільних носіїв р-типу зростає (рис.2 -  крива 4),

р402°см3р/ІО^В-с

впТе 0,4 0,6 ва.ат.Уо

Рис.2. Залежності мікротвердості (1), електропровідності (2), коефіцієнта 
термо-е.р.с. (3), холлівської концентрації носіїв заряду (4), загальної 

теплопровідності (5) та рухливост і носіїв (6) від вмісту галію 
у  телуриді олова [3].

мікротвердість має тенденцію до зростання (рис.2 -  крива 1), а 
коефіцієнт термо-е.р.с., теплопровідність і рухливість спадають (рис.2
-  криві 3, 5, 6). Поза межами даної області концентрація дірок, їх 
рухливість і коефіцієнт теплопровідності практично не змінюються 
(рис.2 -  криві 4 ,5 ,6), а коефіцієнт термо-е.р.с. і питома 
електропровідність спадають (рис.2 -  криві 2, 3).

II. Кристалоквазіхімічннй опис дефектної підсистеми

Дефектну підсистему легованого телуриду олова можна 
пояснити за допомогою кристалоквазіхімічного підходу [5]. Суть 
методу полягає у накладанні кристалохімічної формули легуючої 
домішки (йа0) на антиструктуру основної матриці ( К'лКГе), що веде до 
утворення кристалоквазіхімічного кластера (1). При заміщенні галієм 
вакансій олова отримаємо кластер

№  + Са° -> У ^У т ^С а^С ао,,)* ,. (1)

Вкорінення галію в кристалічну гратку 8пТе реалізується за реакцією
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УІУт'+Са0 - * У ^ Т'(С а 0,С а 0'5)і . (2)
Суміщення даних кластерів із основною матрицею 
нестехіометричного БпТе (('5п,_в Те*Те + 2аЬ ) показує можливі 
варіанти утворення дефектів при легуванні галієм:

(1 ~ х $ІЗпі-сУа)аР^п + 2іА \+ У тс )$>,]—*

Ш Т е І У х )и  + (2а(1 - х ) +  0,5х )к  + 0,5хе]

( І - х ^ Б п ^ У ’ ^ Т е І  + 2 а к \+  ) , \ - ^

^ ЗП(і-а)(і-Х)Уа(і-Х)Ух )& (Те,_х Ух )те((>а05хСа05х)і + 2 а (І  — х)к  .]

Як бачимо з рівнянь (3) і (4) дефектність гратки легованого 
телуриду олова значно відрізняється від нелегованого, де основними 
дефектами є двозарядні вакансії олова. Легування сполуки атомарним 
галієм призводить до утворення чотиризарядних вакансій олова

та двозарядних вакансій телуру УТе. Крім того, заміщення і 
вкорінення веде до утворення інших видів дефектів -  домішкових 
атомів заміщення і вкорінення відповідно.

III. Обговорення результатів дослідження

Припущення про однакову поведінку металічних вакансій у 
твердих розчинах різного складу не виправдовує себе. Як правило, 
при цьому змінюється положення атомів у гратці, структура 
найближчого оточення, появляється можливість взаємодії легуючих 
складових як з вакансіями, так і з атомами основних компонентів 
матеріалу [2].

Виходячи з рівняння електронейтральності для 

нестехіометричного телуриду олова Б п ^ Т е 2'  —> 5п2,*2а8п4*Те2~ на 
металічних позиціях знаходяться як дво- так і чотиризарядні іони 
олова (Бп2*, Бп4*). При легуванні БпТе атомарним галієм відбувається 
їх взаємодія з атомами і вакансіями основної матриці, внаслідок чого 
має місце перерозподіл зарядів між компонентами кристалу. Атоми 
Бп4+ я к  більш електронегативні приєднують електрони від 
нейтральних атомів галію і відновлюються до стану 8п2*, чим 
зумовлюють появу чотиризарядних вакансій олова V” , існування 
яких припущено в роботах [6, 7]. Між атомами галію в сполуці БпТе,
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як і у випадку індію [7], відбувається перерозподіл зарядів, внаслідок 
якого в основній матриці вони перебувають в двох зарядових станах -  
Са і Са3+ (.ч2р  і ^ -електрон н а конфігурація). У випадку легування 
ВпТе галієм основною взаємодією є взаємодія Са-Те, так як з оловом 
цей елемент не утворює хімічних сполук.

Порівняння експериментальних даних і кристалоквазіхімічних 
рівнянь приводить до висновку, що на початкових стадіях легування 
переважає механізм вкорінення галію (Єа3+)  у тетраедричні пустоти 
кристалічної гратки телуриду олова, поскільки воно супроводжується 
збільшенням концентрації акцепторних центрів -  аніонних вакансій 
(У Те )  і вкоріненого галію ( Са05хСа05х )і (4), які здатні захоплювати 
електрони, що і є причиною зростання концентрації вільних носіїв р- 
типу в даній сполуці.

Це підтверджується і даними вимірювання мікротвердості. 
Малопомітне зростання //,, свідчить про вкорінення атомів галію у 
тетраедричні порожнини, що компенсується утворенням аніонних 
вакансій (згідно принципу Ле-Шательє). Підтвердженням також є 
різке зменшення граткової теплопровідності і спад холлівської 
рухливості [і за рахунок розсіювання носіїв заряду на домішкових 
дефектах (рис.2 -  криві 5, 6).

В області концентрацій >0,1 ат.% Са очевидно має місце процес 
заміщення атомами галію атомів олова шляхом заповнення катіонних 
вакансій, що описується рівнянням (3). Цей процес пояснює спадання 
концентрації основних носіїв (рис.2 -  крива 4) і електропровідності 
(рис.2 -  крива 2) Процес заліковування гратки і призводить до 
незначного збільшення загальної теплопровідності і малопомітного 
зменшення рухливості носіїв заряду (рис.2 -  криві 5 ,6). 
Концентраційна залежність а від вмісту Са в даному 
концентраційному інтервалі носить аномальний характер: термо-е.р.с. 
спадає із зменшенням концентрації основних носіїв (рис.2 -  крива 3), 
що спостерігалося також в роботі [8].

IV. Висновки.

1. Методами кристалоквазіхімії запропоновані моделі утворення 
дефектів при легуванні галієм нестехіометричного телуриду олова.
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2. Встановлено, що: легування атомарним галієм призводить до 
утворення чотиризарядних вакансій олова і перерозподілу зарядів між 
компонентами сполуки.
3. Початкове легування атомарним галієм (до -0 ,1  ат.%) SnTe 
приводить до вкорінення тривалентного галію у тетраедричні 
порожнини щільної упаковки атомів телуру. При концентраціях галію 
більших за 0,1 ат.% переважає механізм заповнення галієм катіонних 
вакансій.

The defective subsystem o f  Tin Telluride at the it doping by Gallium with the 
help crystalloquasichemical method is described. I t is shown, that at insignificant 
doping o f  Gallium (up to 0,1 at. %) there is a fillin g  o f  both octahedral, and tetrahedral 
vacuums o f  crystal structure o f  the basic matrix. A t the large concentration o f  Gallium 
the mechanism o f  filling only octahedral vacuums prevails.
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ТЕРМ ОДИНАМ ІЧНИЙ п-р-ПЕРЕХІД У КРИСТАЛАХ 
ТЕЛУРИДУ КАДМ ІЮ , ЛЕГОВАНИХ ІНДІЄМ

На основі квазіхімічного моделювання високотемпературної 
рівноваги дефектів при відпалі кристалів телуриду кадмію, легованих 
індісм, одержано аналітичний вираз для визначення парціального тиску 

пари кадмію Р , що відповідає термодинамічному п-р-переходу. 
Побудовані фазові діаграми рівноваги телуриду кадмію, легованого індієм, 
визначені умови формування матеріалу п- і р-т ипу провідності із заданою  
концентрацією носіїв струму.

Вступ

Кристали СсІТе, вирощені по методу Бріджмена, як правило, 
мають дірковий тип провідності. Для одержання п-С<ІТе проводять 
легування. Однією з домішок, яка найкраще надається до цього є 
індій.

Не дивлячись на значну кількість робіт з дослідження поведінки

Таблиця

Квазіхімічні реакції утворення власних атомних дефектів у  кристалах 
телуриду кадмію, легованих індієм, та їх константи рівноваги 

К  = К ° ехр(—АН  /  к Т )[ 8 ].
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№
п/п Рівняння реакції Константа рівноваги К”, 

(см"3, Па) ЛН, еВ

І 0  <=> е~ +  А* >! ІІ •8 5 1 0 39 1,50
II са" <=> са°а  + у£ + к ,= [ у£ ]  Р с У 3-Ю57 1,47
III СИК «  С<12;  + 2е~ К , =[С<ІЇ* ] п 2Р ^ 8 -КҐ0 2.09
IV Ссі°а  + 2е- о ^ + О / ' К ,„ = [ У ^ ] Р а п -3 1 1 СГ15 1,14
V са°а +е- к ч  =  [ У а ] Р а П~' 8 1 06 2,08
VI С<ІТе + е о Г е Г  + а / 1' К ,2 = [Т е-]Р сУ 395 1,19

VII Іпа  + Уа  <=> (Іпа Уа  ) к » = і л - „ і [ к 4 г ,[ у 2с: г
б-КУ2' -0.92

VIII [ І ПС41 + [ — ІП,М
IX Я + [Уа ] + 2 [ У £ ]  + [Т е ;]  + =р  + 2[С<11+] + / 7 , 4 7  + 2 [VI*]

цієї домішки у СсІТе [1-8], до цих пір не встановлено чітко умови 
(тиск, температура, концентрація домішки), при яких змінюється тип 
провідності, хоча відомо, що оптимальними електричними 
параметрами володіють кристали одержані саме в області близькій до 
термодинамічного л-р-переходу. Умови при яких змінюється тип 
провідності у нелегованому телуриді кадмію досліджувався у роботі 
[9]. Метою даної роботи є дослідження з позицій квазіхімічних 
підходів впливу технологічних факторів на електричні параметри 
С</Ге, легованого індієм, зокрема, умов при яких відбувається 
термодинамічний п-р-перехід.

Квазіхімічні рівняння утворення атомних дефектів
Рівноважний стан дефектної підсистеми у кристалах телуриду 

кадмію, легованих індієм, при їх термічному відпалі у парі кадмію 
можна описати такими квазіхімічними рівняннями (див.таб.)

З системи рівнянь І-УІІ концентрації точкових дефектів можна 
виразити через константи рівноваги квазіхімічних реакцій, 
парціальний тиск пари кадмію, вміст індію та концентрацію 
електронів:

Д.М. Фреїк, В.В. Прокопів, у.м. Писклинець, І.В. Горічок. Термодинамічний п-р-перехід

[Уа  ]  -  К и п /  Ра  ;

[ У ^ ]  = К 1 0 п 2 /Р а ;
[Те~ ]  -  К 1 2п /  Рс і;

[ С<12* ]  = К 9 Ра  /  п2  ;

[Уте 1 = К 8Ра / п 2;

[  А/п]  — Іпш / ( Кщ п + і);  

[ І па ] = Іпш ~ [ Лї*]-

0 )
(2)
(3)

(4)

(5)

(6) 
(7)

Вирази для концентрації дефектів (1) - (7) з урахуванням умови 
повної електронейтральності (IX, табл.) дають можливість записати 
рівняння для визначення концентрації електронів п:

Ап6 + Вп5  + Сп* + Рп3 - Ь п 2 - М п - Р  = 0. (8)
Тут

А =  2 К 210К „ ;
В = К І0 К ІЗ(К и  + К ,2 +Ра );
С  = К І0 Рс/ К ІЗІп,ОІ+ 2);
Р  — Р~л(Кц + К ц ~ К ,К І0 К 13 + РСІ); 
Ь — Р ^ (2 К і0 Кіз(К 8 + К 9 )+ Іп ш );

(9)
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М -Р & К ,;

Р  = 2 Р Ь (К 8 + К 9).
Холлівську концентрацію носіїв струму пх, що визначають на 

експерименті, знаходять з умови, що пх - п - р .  Маючи на увазі, що 
р  -  К ,/п ,т о

п л - п - к ^ п .  (10)
Оскільки термодинамічний и-р-нерехід настає за умови п -  р , то 

на основі рівняння елекронейтральності (8) одержимо вираз для 
парціального тиску пари кадмію Р 'и , що відповідає 
термодинамічному и-р-переходу:

А Р ^  + В Р ^ - С Р ^ - Р ^ О .  (8')
Тут

А = 2 (К 8  + К 9 );
В ^ К / г К и К ^ К і  + К ^  + Іп,,,,); (9)

С ^ К , ( К ' / 2 (К ІІ + К І2)  + К ,К І0 (К 1 3Іп,ОІ + 2));

Г  =  К 2ІК І0 К п ( К ,/ 2 (К „  + К І2)  + 2К ,К І0).

І. Обговорення результатів

Результати розрахунку залежності концентрації дефектів згідно 
співвідношень (1 )- (7) та носіїв струму (10) від температури відпалу 
Т  і парціального тиску пари кадмію Рсл при заданому значенні 
концентрації індію Іпш відповідно наведені на рис. 1, 2 . Із графіків 
видно, що при відпалі кристалів СсіТе: Іп змінюються не тільки 
концентрація носіїв струму, але і тип провідності. При низьких 
значеннях парціального тиску пари кадмію Ра  одержуємо матеріал р- 
тину провідності. Із збільшенням спостерігається зменшення 
концентрації дірок р ,  інверсія провідності з р -  на и-тип 
(термодинамічний л-р-перехід) і подальше зростання концентрації 
електронів л (рис. 1). Температура відпалу Т  впливає у 
протилежному напрямку на зміну холлівської концентрації носіїв 
струму (рис. 2). При низьких температурах відпалу Т  одержуємо 
матеріал п -типу провідності. Із підвищенням Т  спочатку відбувається 
зменшення концентрації електронів, настання п - р  -переходу, а потім 
подальше зростання концентрації дірок (рис. 2). Підвищення 
температури відпалу призводить до того, що термодинамічний п - р -  
нерехід відбувається при більш високих значеннях парціального тиску
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Рис.1. Залежність концентрації носіїв струму і точкових 
дефектів у  кристалах Cd.Te.In від парціального тиску пари кадмію: 
l - [ V ä ] ; 2 - [ A J ; 3 - [ C d ? ] ;  4 - [ V £ j ;  5 -  [V % ]; 6 - п ;  7 -  пх ; 8 - р ;  

р _  [ Те:];  10 -  І  ln CJ]; А -  експеримент [8]. Концентрація індію 

Іпю, = 3.6 10к  см~г, температура відпалу Т  = 1073 К.

Рис.2. Залежність концентрації носіїв струму і точкових 
дефектів у  CdTe:In від температури відпалу: 1 -  [ А],]; 2 -  п; 3 -  [Те, ]; 

4 -  [V *  ] ;  5  -  [ У £  ]: 6 -  р; 7 -  Мх ; 8 -  [ С а ? ] ;  9 -  [1 % ]; 10 -  [  К „ ] .

Концентрація індію1пю, = 1 0 18слГ3, парціальний тиск пари кадмію 

Ра = 1 0 П а .
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ІВ(Ра.Па)

Рис.З. Залежність тиску пари кадмію, що відповідає термодинамічному п- 
р-переходу, у  кристалах СсІТе:Іп від температури відпалу при різних  

концентраціях індію Іп ш , см~*: 1  -  10і6; 2 -  10і®.

ІЕ(Р^.Па)

Рис.4. Залежність тиску пари кадмію, що відповідає термодинамічному п-р- 
переходу, у  кристалах СЛТеЛп від вмісту індію для різних температур 

відпалу Т .К :  1 -1 1 0 0 ;  2 -  900.

пари кадмію Р «  (рис.З). Збільшення вмісту індію зміщує п - р -
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перехід у область нижчих значень перехід у область нижчих значень 
парціального тиску пари кадмію Р 'с<1 і вищих значень температур 
відпалу Т (рис. 3-8).

№ 'а .Па

^(ІПюь см )

^ (п х, с м ')

Т.К
1В(Ро>.Па)

Рис.5. Просторова залеж ність тиску Рис.6. Розрахункова просторова 
пари кадмію, що відповідає фазова п Х-Р а -Т-діаграма рівноваги 
термодинамічному п-р-переходу, у  СсіТе.Іп (1п = 10™ см"1).
кристалах С<1Те:1п від вмісту індію та “
температури відпалу.

Т ,К

^ (п х, см'3)

^ (п „  с м ')

1̂ Іп и . см'3) І8(Ра.Й а)2

^(ІП,оі, с м ')

Рис.7. Розрахункова просторова Рис.8. Розрахункова просторова 
фазова « х - І п ^ -Т-діаграма рівноваги фазова "  х а  - „  -діаграма

С<1Те:Іп (Ра  = 5 0  Па). рівноваги СйТеЛп (Т  = 1000К).
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Висновки
I In основі квазіхімічного моделювання високотемпературної 

І>імінхіаги дефектів при відпалі кристалів телуриду кадмію, легованих 
імдії'м, одержано аналітичний вираз для визначення парціального 
і иску пари кадмію Р"а , що відповідає термодинамічному п - р -  
переходу.
2. Розрахована залежність Р'сл від температури відпалу та вмісту 
індію.
3. Побудовані просторові фазові діаграми рівноваги CdTe.In, що 
дозволяють знаходити значення технологічних факторів процесу 
відпалу кристалів (температура відпалу Т , парціальний тиск пари 
кадмію Рс і , концентрація домішки ІпІ0І) для формування матеріалу п- 
і p -типу провідності із заданою концентрацією носіїв струму.

On the basis o f  quasichemistry the modeling o f  high-temperature balance o f  
defects at annealing o f  Cadmium Telluride crystals, doped by Indium, the analytical 
expression fo r  definition o f  partial pressure o f  Cadmium pa ir Pqj , are received which 
correspond to thermodynamic n-p-transition. The phase diagrams o f  Cadmium 
Telluride balance, doped by Indium is constructed, the conditions o f  form ation o f  a 
material n- or p-type conductivity with the given concentration o f  current carriers are 
determined
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ВЛАСНІ АТОМ НІ ДЕФ ЕКТИ КРИСТАЛІЧНОЇ 
СТРУКТУРИ І Ф ІЗИ КО -ХІМ ІЧН І ВЛАСТИВОСТІ ТВЕРДОГО 

РОЗЧИНУ РЬТе-СаТе

Запропоновані кристалоквазіхімічні реакції утворення власних атомних 
дефектів у  телуриді свинцю при утворенні твердих розчинів РЬТе-СаТе. 
Встановлено, що донорна дія галію обумовлена двома механізмами: до 0,5 мол. % 
СаТе переваж ає механізм заміщення атомами галію вакансій свинцю -  
октаедричних порожнин, при 0 ,5-5мол.%  СаТе переважаючу роль відіграє як  
заміщення іонами С а1* октаедричних порожнин, так і вкорінення Ьа3* у  
між вузля -  тетраедричні порожнини щільної упаковки телуру у  РЬТе.

І. Вступ
Телурид свинцю привертає увагу дослідників у зв’язку із 

широкими можливостями його використання при створенні 
термоелектричних перетворювачів в інтервалі температур від 
кімнатної до 800-900 К [1], а також в якості активних елементів 
приладних структур інфрачервоної техніки [2]. Тверді розчини на 
його основі значно розширюють можливості практичного 
використання матеріалу [3].

На даний час у питанні дослідження дефектної підсистеми 
халькогенідів свинцю накопичена значна кількість теоретичних і 
експериментальних досліджень, які частково систематизовано у 
оглядових статтях і монографіях [4,5]. Але, як показує аналіз 
наведених джерел, ще і тепер залишаються дискусійними питання 
природи і зарядового стану власних атомних дефектів як у кристалах 
чистих монохалькогенідів свинцю, так і у твердих розчинах на їх 
основі.

У роботі на основі кристалоквазіхімічних підходів 
запропоновано моделі дефектної підсистеми твердих розчинів РЬТе- 
ЄаТе, що пояснюють наявні експериментальні дані і теоретичні 
розрахунки.

II. Фізико-хімічні властивості систем РЬ-Те і  Єа-Те, 
РЬТе-ЄаТе

В системі РЬ-Те існує одна сполука РЬТе, яка плавиться 
конгурентно при температурі 1190 К (рис 1) [1].
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Рис. 1. Діаграма фазової рівноваги системи РЬ-Те [І] .

Максимум на кривій ліквідуса не співпадає із стехіометричним 
складом і знаходиться при 50,002 ат. % Те. Телурид свинцю утворює 
з телуром евтетику при 85,5 ат. % Те з температурою плавлення 678 К. 
РЬТе відноситься до сполук із значною областю гомогенності, 
максимальна протяжність області гомогенності відмічена при 1048 К 
від 49,994 до 50,013 ат. % Те. Має провідність л-типу при надлишку 
свинцю відносно стехіометричного складу і провідність р-типу при
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надлишку халькогену. Телурид свинцю кристалізується у структурі 
типу NaCl, просторова група Fmim-Oh з параметром гратки 
а = 6,452 А [1].

Діаграма стану галій-телур детально досліджена в літературі, а 
підсумкові результати наведено у монографії [6]. Встановлено, що у 
системі Ga-Te утворюються чотири сполуки: Са{Гег, GaTe, Ga2Tei і 
GaTeз (рис. 2).

Сполуки GaTe і Ga{Teз плавляться конгурентно при 1108 К і 
1065 К відповідно, а сполуки Gaj7e;, і GaTe і утворюються за 
перитектичними реакціями при 1026 К і 702 К. При низьких 
температурах вони не стабільні.

Область гомогенності GaTe повністю зміщена у сторону галію і 
не включає стехіометричного складу. GaTe існує у двох модифікаціях: 
типу GaS (fi-GaTe) і (a-GaTe). [І-GaTe кристалізується в 
гексагональній шаруватій структурі (пр.гр.Рбз/ттс-Ом), в якій атоми 
Ga і Те розміщуються шарами, перпендикулярними осі з 
послідовністю Te-Ga-Ga-Te. При цьому три атоми Те одного шару і 
атоми Ga' через шар, утворюють тетраедр навколо інших Ga". В 
свою чергу атоми Ga" утворюють тетраедр з трьома атомами Те через 
шар, а в центрі знаходяться атоми Ga'. Центри цих двох розвернутих 
тетраедрів (G a'iG a") утворюють характерний зв’язок Ме-Ме. Один 
сорт атомів Ga має тетраедричну координацію; координаційне число 
атомів телуру дорівнює 3, число атомів у гратці Z=  4. Хімічний 
зв’язок утворюється за рахунок ^-г іб ри д и зац ії їр^-валентних 
електронів атомів Ga і р-електронів атомів Те. Між окремими шарами 
в кристалі існує зв’язок Ван-дер-Ваальса. Взаємодія між атомами Ga і 
Те носить переважно ковалентний характер. a-GaTe має моноклінну 
гратку (пр.гр. Р2Ї), в гратці знаходиться 12 формульних одиниць.
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Рис. 3. Фазова діаграма рівноваги  РРис. 4. Залежність параметра гратки
системи СаТе-РЬТе [7]. твердого розчину РЬТе-йаТе від складу.
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Квазібінарна система РЬТе-ЄаТе має характер евтектики із 
обмеженою областю розчинності на основі телуриду свинцю до 
5 мол % СаТе (рис.З) [7,8]. При цьому збільшення вмісту СаТе у 
твердому розчині обумовлює зменшення параметра гратки (рис. 4). 
Згідно даних робіт [9-12] невелике введення легуючого компонента 
обумовлює донорну дію. При цьому до 0,5 мол. % СаТе має місце 
різке зменшення питомої електропровідності а  та зміна знаку 
коефіцієнта термо-е.р.с. для твердих розчинів на основі р-РЬТе 
(рис. 5). При подальшому зростанні вмісту ЄаТе у твердому розчині а 
має незначну тенденцію до спадання, а а за абсолютним значенням 
зменшується (рис. 5). Донорна дія галію підтверджена у роботі [11], у 
якій виявлено утворення двох енергетичних рівнів поблизу зони 
провідності.

Рис. 5. Залежність електропровідності і термо-е.р.с. від складу в області 
твердих розчинів при кімнатній температурі.

III. Кристалоквазіхімічний аналіз дефектної підсистеми

В основу методу покладено суперпозицію 
кристалоквазіхімічних кластерів основної матриці і легуючого 
елемента, утворених на основі антиструктури цих сполук [13]. 
Антиструктурою телуриду свинцю є галеніт У'тУп. де у»  і У і .  -  
двократнозаряджені негативна вакансія свинцю і позитивна вакансія 
т е л у р у , і  -  негативний і позитивний заряди відповідно.

Кристалоквазіхімічне представлення нестехіометричного 
р-РЬТе (надлишок телуру у границях області гомогенності) 
описується як УрьУіе + Те0 —> УрЬТеТе, а кластер відповідно
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(1-а)РЬ*РЬТе*Те + а(УрьТеп )  -*  ( Р Ь , ^ ) РЬЩ е + 2 х к .  (1)

Тут РЬрЬ, Те$е -  свинець і телур у вузлах кристалічної гратки, 
“х” -  нейтральний заряд, “°” -  нульовий заряд, а - мольна одиниця 
легуючого компонента, /і -  концентрація дірок.

Аналогічно кристалоквазіхімічний кластер п-РЬТе (надлишок 
свинцю у границях області гомогенності):

УрьУте + р Ь° -*  РУрЬУте,
( 1  -  Ц)РЬрЬТехТе + р{РЬРЬУТе) ^  Р Ь ^ Т е ^ / р і '  + 2 р е , (2)

де е -  концентрація електронів, (і -  мольна доля легуючої домішки.
Таким чином, діркова провідність телуриду свинцю повязана із 

вакансіями у катіонній Урь (1), а електронна -  у аніонній УТе (2) 
підгратках кристалічної структури телуриду свинцю.

З позицій правил валентності хімічну формулу сполуки 
телуриду галію ЄаТе слід записувати у вигляді
в а 2 +Те2~ -> в а ’.+СаІ+Те.

2  2

Легування телуриду свинцю телуридом галію може 
здійснюватися шляхом заміщення вакансій свинцю -  октаедричних 
порожнин щільної упаковки атомів телуру кристалічної гратки 
(механізм А). Для цього випадку кристалоквазіхімічний кластер 
легуючої домішки буде:

УрьУте + Са*Са3,*Те2-  -> ( в а ,в а ,  )РЬТехТс (3)
2 2 2 2

Крім цього, утворення твердого розчину може відбуватися
таким чином, що атоми Єа* займають вакансії свинцю основної
матриці (Єа+ —> УРЬ), а трьохзарядні вкорінюються у
тетраедричні порожнини щільної упаковки атомів телуру кристалічної 
гратки телуриду свинцю (С а 3+ - » <?а, ), які незайняті (механізм В):

УрьУт. + С а+,С а 3; Т е 2- -^(У .'С а , )РЬТехТе(С а, )>■ (4)
2 2 2 2 2

Розглянемо суперпозицію легуючих кластерів із основною 
матрицею р- і л-типу для різних механізмів взаємодії.

М еханізм заміщення (А). Для матеріалу р-типу маємо:
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(1 -  х ) [ (Р Ь ,_ Х )р ЬТе*п  + 2 а к ]  + х ^ Є а '^ а ,  )РЬТехТе]  -►
2 2

[ рьп -х )(і-а Р аіхС а іК (І_х)] РЬ ТехТе + 2 а (1 -  х ) к  -> (5)

- » [  РЬа -* х > -а р < К (,-і)  ]рь ТехТе + 2 ак -  2 х (а  -  0,25) к  + ~ х е

Тобто у цьому випадку має місце зменшення вакансій свинцю у 
катіонній підгратці (Уа )РЬ > (Уа(1_х))РЬ, концентрації дірок

2хк  > 2ак -  2 х ( а - 0 ,2 5 ) к  ( х  < 1) і зростання концентрації

електронів хе  ). Тому утворення твердого розчину РЬТе-СаТе за

механізмом заміщення буде чинити донорну дію, що призводить до 
зменшення основних носіїв заряду у дірковому матеріалі.

При взаємодії легуючого кластеру із матеріалом л-типу за 
рахунок добудови катіонної підгратки виникають додаткові вакансії у 
аніонній підгратці, що і веде до зростання основних носіїв. 
Кристалоквазіхімічні рівняння утворення дефектів у цьому випадку 
будуть мати вигляд:

( 1 -у )[ Р Ь хРЬ{т ^.Р)Ур\е + 2ае']  + у[(С а,С а,)РЬТ 4 .]  -»
2  ~2

-* (РЬ(і-ураіуОаіу]Рь[Теа-у)(І-р)Ур(І-у)]те +2Р (і- у)е -* (6)

[ рЬ(і-у)Сау]рьІт̂ /-у)(і-ЮУР(і-у >]Те + 2&е + у(0,5 -  2Р )е + - у к

Тут дійсно (Ур)Те<(Ур(І_у))Те, 2ре > 2 /Зе + у ( 0 ,5 - 2 р ) е  (у<1).

М еханізм вкорінення (В). Для матеріалу р-типу суперпозиція 
кластеру (4) із основною матрицею (1) опишеться так:

( І - х ) [ ( Р Ь , - Х ) РЬТе*Те + 2ак ]  + х[(У ;С аІ )РЬТехТ'(С а ; )і]  -»
2 1  2

-> [ РЬп-*н і-«)Саі / а(І- х). и г ь  Т е^(О а ,х), + 2а(1 -  х ) к  -»  (7)

^ [ рьЬ-,и>-а)с а 1/ 1 (І^ і ^ РЬТех̂ С а р і + 2 а ( 1 - х ) к  + у е  

У цьому механізмі утворення твердих розчинів відбувається 
зменшення катіонних вакансій (у ’а )рь >(Уа(,_х)+іх )рЬ '  основних носіїв
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заряду (2ак > 2а(1 — х ) к )  (х<1). Крім того має місце ініціювання 
міжвузлових атомів металічного компонента легуючої домішки.

Відповідно для матеріалу я-типу суперпозиція кластерів (2) і (4) 
дає рівняння:

( 1  -  у Н Р і ф ^ У р  )Те + 2 р е ]  + у[ (ї;С а , )РЬТ4 '( С а ,М  ->
'  '  .(8) 

+ [ 2 р + у ( 0 -5  - 2 р ) ] еГ У У
Зменшенням вакансій у підгратці телуру (Ур)Те > (Ура-У))ге 

(у<1) за рахунок добудови аніонної підгратки Тетех 
( 1 - Р ) > ( 1 ~ Р ) ( 1 - у )  + у .  При цьому і вкорінюється міжвузловий 
атом у тетраедричні порожнини щільної упаковки телуру.

IV. Обговорення результатів
Для конкретизації можливих механізмів утворення твердого 

розчину РЬТе-СаТе, звернемося до аналізу електронної структури 
елементів, геометричних факторів (табл. 1) та характеру хімічного 
зв’язку у сполуках (табл. 2).

За кластерними розрахунками, проведеними авторами роботи 
[12], показано, що електронна структура регулярного кристалу РЬТе і 
легованого галієм РЬТе:Єа відповідає ковалентному характеру 
хімічного зв’язку (табл. 2). Абсолютна величина заряду відповідних 
іонів складає біля 0,05е. Основний внесок у енергію зв’язку 
визначається взаємодією р-електронів РЬ і Те -2//„-орбіталь (табл. 2). 
Участь заповнених, відносно глибоких валентних ^-станів РЬ і Те, 
дуже незначна. Тому у першому наближенні можна вважати, що у 
кристалах РЬТе для створення 6 звязків кожного атома з його 
найближчими сусідами є тільки 6 електронів, тобто сполука є 
електронно дефіцитною. Наслідком цієї обставини є те, що 
двоелектронні зв’язки є трицентрованими. Останнє обумовлює 
зменшення енергії зв’язку і відповідно, мале значення ширини 
забороненої зони матеріалу. Для РЬТе при 300 К АЕг = 0,32еВ [1].При 
заміщенні свинцю атомами галію із ізоелектронною конфігурацією 
(табл. 2) хімічний зв’язок основної матриці суттєво не змінюється. Із- 
за збільшення енергетичного інтервалу між р-станами електронів 
(табл. 1, 2) дещо послаблюється зв’язок р-стану центрального атома і 
замітно зростає вплив «-оболонки легуючого атома. Мале значення 
ширини забороненої зони і сильна локалізація зв’язку на домішці 
(За^-рівнянь, табл. 2) призводить до того, що енергетичний рівень 
легуючого атома, може бути розміщений як у забороненій зоні, так і
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двох дозволених зонах. У нашому випадку утворення твердих 
розчинів РЬТе-ЄаТе галій -  донор. Це підтверджує думку ряду авторів 
[9-12] про те, що поблизу краю зони провідності появляється 
квазілокальний рівень легуючої домішки.

Згідно наведених кристалоквазіхімічних рівнянь дефектного 
стану твердого розчину РЬТе-ЄаТе (5) - (8) донорна дія легуючого 
кластера проявляється як при заміщенні галієм вакансій свинцю в 
октаедричних порожнинах щільної упаковки атомів телуру 
кристалічної структури РЬТе (механізм А, рівняння (5), (6)), так і при 
складному механізмі, який передбачає заміщення вакансій свинцю 
одновалентним галієм (Єа —» Урь ) і вкорінення тривалентного галію у 
тетраедричні порожнини щільної упаковки атомів телуру структури 
РЬТе ( С а —> 777 —> ( Єа )і)  (рівняння (7) і (8)).

Подальші уточнення механізмів утворення твердого розчину 
можна отримати на основі співставлення зміни параметра гратки 
(рис. 4), електричних параметрів (рис. 5) і радіусів атомів (табл. 1) 
[14]. Експериментально встановлені значні зменшення параметра 
гратки твердого розчину РЬТе-СаТе із збільшенням вмісту телуриду 
галію до 0,5 мол.% (рис. 4) і різка зміна а і а  (рис. 5) свідчить на 
користь реалізації механізму заміщення атомами галію вакансій 
свинцю (механізм А). Це підтверджується співвідношенням 
ковалентних радіусів атома галію (гк= 1,26 А) і розмірів 
тетраедричних порожнин (гТп=  1,34 А) оточення телуру у 
кристалічній структурі РЬТе (табл. 1). При збільшенні вмісту СаТе у 
твердому розчині переважаючу роль відіграє механізм В, тобто як 
заміщення іонами Са" октаедричних порожнин, так і вкорінення Са1* 
у міжвузля -  тетраедричні порожнини щільної упаковки телуру 
кристалічної структури основної матриці РЬТе (7), (8). Це призводить 
до додаткового збільшення концентрації електронів, що є причиною 
зменшення термо-е.р.с. (рис. 5).

Таблиця 1
Електронна структура та атомні радіуси РЬ, Те і Са [14'].

Елементи

гГАг—

РЬ Са Те
3 ^4$‘4р‘ л - у

Атомні 1.81 1.30 1.42
Ковалентні 1.47 1,26 1,36
ІОННІ 1,26 а + і 0,62 (3+) 2,11 а->

.......-Г.ОП . 1,62 1.16 1,64
--------й и ... 1.46 - 1,34

100

Л.Й. Межиловська, В.М. Бойчук, М.А. Лоп’янка. Власні атомні дефекта кристалічної структури...

Таблиця 2
Розподіл заряду на валентних орбіталях кристалів РЬТе, 

РЬТе. в а  [12].

К р и с т а л г -є(Я у) 8 а 8 ь . .. Я и К ін
РЬТе 0,133

За її 0,359 0,177 0,650 0,155 0,018
Зег 0,431 0,031 0,770 0,157 0,042

0,432 0,004 0.752 0,242 0.002

0,446 0,023 0,703 0,251 0,023

1 1 2ц 0,449 0,002 0,710 0,270 0,018
0,485 0,005 0,640 0,336 0.019
0,541 0,191 0,522 0.260 0.027

2а ,, 0,827 0.613 0,242 0,140 0,005

2Ч
(5$Те) 1,050 0,005 0,885 0 ,10 2 0.008

Пы
(5$Те)

1,061 0.013 0,864 0,114 0,009

1 а і, 
(5зТе)

1,095 0.103 0,746 0,147 0.004

ІІ2{
(5сІРЬ)

1,912 0,995 0,0 0,005 0,0

Іе ,
(5с1РЬ)

1,913 0,995 0.001 0,004 0,0

РЬТе:Са 4аи 0,094
За„ 0,358 0,194 0,636 0,151 0,019

к ? Г 0,413 0,003 0,757 0,239 0.001

Зе, 0,414 0,030 0,770 0,156 0,044

ЗІ,. 0,425 0,028 0.712 0,235 0,025

ІІ2и 0,430 0,001 0.714 0,267 0,018
2 і2і 0,466 0,005 0,643 0,333 0,019

2 1 , . 0,501 0,142 0,566 0,263 0,029
2 а ,е 0,764 0,677 0,191 0,128 0,004

2е ,
( іїТ е)

1,035 0,005 0,886 0 ,10 1 0,008

И,и
(5$Те) 1,043 0 ,0 10 0.870 0 , 1 1 1 0,009

1 а ,г
(5зТе) 1,067 0,061 0,799 0.136 0,004

1і2г
(5<ІОа) 1.553 0,999 0,0 0,001 0,0

1 е ,
(5сЮа)

1,554 0,998 0,001 0,001 0,0
......
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Примітка: Г  -  неприведене представлення, за яким
перетворюється відповідна орбіталь; є -  орбітальна енергія; ga, gb, gn, 
gm -  долі орбітального заряду у центральній атомній сфері, в 
лігандних сферах, у міжатомній і у зовнішній областях, відповідно. У 
кристалі РЬТе рівень 4t,u є незаповненим, а у PbTe:Ga -  4а,g.

V. Висновки
1. Методами кристалоквазіхімії проаналізовано механізми 
утворення твердих розчинів PbTe-GaTe.
2. Встановлено, що донорна дія галію обумовлена двома 
механізмами: до 0,5 мол. % GaTe переважає заміщення атомами галію 
вакансій свинцю -  октаедричних порожнин, при 0,5-5 мол.% GaTe 
переважаючу роль відіграє заміщення іонами Ga* 1 октаедричних 
порожнин, і вкорінення Ga3* у міжвузля -  тетраедричні порожнини 
щільної упаковки телуру у РЬТе.
3. Показано, що легування p -РЬТе телуридом галію обумовлює 
зменшення вакансій у катіонній підгратці і концентрації дірок.
4. При взаємодії легуючого кластера із матеріалом л-типу за 
рахунок добудови катіонної підгратки телуриду свинцю утворюються 
вакансії у аніонній підгратці РЬТе, що і веде до зростання основних 
носіїв.
5. Результати кристалоквазіхімічних розрахунків підтверджуються 
аналізом електронної будови атомів, характером хімічного зв’язку і 
співставленням геометричних факторів атомів і кристалічної гратки 
телуриду свинцю.

The crystalloquasichemical reactions o f  own atomic defects form ation in Lead  
Telluride at creation o f  solid solutions PbTe-GaTe are offered. It is established, that the 
donor action o f  Galium is caused by two mechanisms: up to 0,5 mol. % GaTe the 
mechanism o f  substitution by Galium atoms o f  Lead vacancies -  octahedral vacuums 
prevails, at 0,5-5 mol % GaTe a superior role p lay  as replacement by ions Ga1* 
octahedral vacuums, as interstatial o f  Ga1* at tetrahedral vacuums o f  close packing o f  
Tellurium in PbTe.
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ТЕРМ О ЕЛЕКТРИ ЧН І ВЛАСТИВОСТІ ЕВТЕКТИЧНИХ СПЛАВІВ 
НА ОСНОВІ ТЕЛУРИДІВ ОЛОВА, ГЕРМ АНІЮ , СУРМ И І 

ВІСМ УТУ

Дослідж ено залеж ність питомої електропровідності (а), коефіцієнта 
термо-е.р.с. (а), питомої термоелектричної потужності (а?а), а також  
коефіцієнта теплопровідності (%) та термоелектричної добротності ( і  = а 2а/Х) 
сплавів 0,77(Ві*>Ьі-^2Те з+0,2 З С е^п і.уТе складів 0,4 < х< 0,8 , 0,8 < у < 0,9. Визначено 
сплави із оптимальними значеннями 0?<у і 7..

І. Вступ

Ефективність використання термоелектричного матеріалу 
визначається можливостями досягнення високих значень 
термоелектричної добротності 2  -  а 2а/%, де а  -  коефіцієнт термо-е.р.с., 
а -питом а електропровідність, % -  коефіцієнт теплопровідності [1,2]

Телуриди олова і германію -  термоелектричні матеріали середньої 
області температур (600-850 К), але із-за значної величини власних 
атомних дефектів -  вакансій металу -  і, відповідно, концентрації носіїв 
струму ~Ю20 см'3 характеризується низькими значеннями 
термоелектричної добротності (таблиця) [3,4].

Телуриди сурми і вісмуту (8 Ь2 Те3, ВІ2 ТЄ3) -  низькотемпературні 
(100-600 К) термоелектричні матеріали із високими значеннями 
термоелектричної доб, ггності (таблиця) [3]. Тому слід чекати, що 
сплави на основі твердих розчинів будуть володіти підвищеними 
термоелектричними параметрами у середній області температур.

Мета роботи -  виконати аналіз термоелектричних властивостей 
сплавів на основі Єе^пі-уТе -  (Віх5 Ь^х) 2 Те1 і визначити хімічні склади та 
технологічні умови формування матеріалу із оптимальним 
термоелектричними параметрами.

II. Ф ізико-хімічні властивості РЬТе, ЄеТе; БЬ2 Те3, ВІ2 ТЄ3  

та  сплавів на їх основі
У системі Зп-Те знайдено одну сполуку 5«Те, що плавиться 

конгруентно при 1063 К (рис. 1).
Телурид олова утворює з телуром евтектику при 85 ат.% Те і 

температурою плавлення 678 К. Встановлено, що область гомогенності 
телуриду олова цілком лежить на стороні надлишку телуру відносно
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Рис.2. Фазова діаграма рівноваги системи Ое-Те [3].
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стехіометричного складу і мас максимальну протяжність 50,1- 
50,9 ат.% Те нри 673 К. Телурид олова має кристалічну гратку типу ИаСІ 
(пр.гр. ЬтЗпі). Параметр гратки 5лТе у межах області гомогенності 
спадає зі збільшенням концентрації телуру [4 ]:

а (А) = 6,326 -  0,029 (х-50), 
де х  -  атомний процент телуру.

У системі Єе-Те виявлено одну хімічну сполуку СеТе із 
надлишком телуру до 2,5 ат.%. Телурид германію плавиться за 
перитектичною реакцією при 998 К (рис. 2).

Ця сполука при кімнатній температурі має ромбоедричну 
гранецентровану гратку з параметрами а = 5,962 А і а € = 88°21 '. Із 
підвищенням температури до 623 К ця гратка переходить у кубічну 
гранецентровану типу АГаСІ. Стала гратки при 733 К із боку Єє складає 
а = 5,986 А, а з боку телуру при 663 К -  а = 5,970 А [3].

У системі БпТе-СеТе утворюється неперервний ряд твердих 
розчинів. При зміні складу має місце перехід гранецентрованої кубічної 
гратки для 5л Те до гранецентрованої ромбоедричної гратки сполуки 
ОеТе [5, 6].

2.2. Телуриди вісмуту Ві{Тез і сурми БЬ^Теї -  плавляться із 
відкритим максимумом при 858 К і 895 К відповідно і утворюють 
евтектику із телуром (рис. З, 4) [3]. Володіють ромбоедричною граткою 
типу тетраділіту, в основі якої лежить дев’ятишарова упаковка атомів 
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Рис.З. Фазова діаграма рівноваги системи 5Ь-Те [і] .
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халькогену, при цьому дві третини октаедричних порожнин займають 
атоми вісмуту чи сурми [5]. Просторова група кристалічної структури 
Я3 т-Т>\(і, параметр елементарної комірки -  а = 4,38 А, с = 30,4А 
(Ві2 Те3); а = 4,25 А, с = 30,2 А (56;7еД  Число молекул в елементарній 
комірці -  9, число шарів -  15.

Шари розміщуються за законом кубічної упаковки. Чергування 
здійснюється наступним чином: — А — В1 В 1 -  А -  В2 -  А -  В 1 В 1 -  А -  В2 -  
А -  В 1 В 1 -  А -  В2 -  ... Тут А -  Ві, 5Ь; В -  Те. Індекси 1 і 2 вказують на 
різне положення атомів у кристалічній гратці. Для сполук характерне 
відхилення від стехіометричного складу на бік надлишкового вмісту 
елементів V групи, яке зростає від Ві^Тез до 8 Ь2 Те3. Тому ВІ2 ТЄ3 може 
мати як п- так і р-тип провідності, у залежності від надлишкового вмісту 
атомів Те чи Ві відповідно, а БЬіТєз має завжди р-тип провідності. 
Відхилення від стехіометричного складу у Ві2 Те) у бік Ві і Те складає до 
0,2 ат.%. Однофазна область для БЬгТез сягає до 59,2 ат.% Те.

Розрізняють три можливі варіанти розміщення надлишкових 
атомів у гратці і дефектів, що виникають при цьому: розміщення 
надстехіометричних атомів у міжвузлях -  дефекти вкорінення (Ві, 56 -  
донори, Те -  акцептор); вакансії (в аніонній підгратці -  акцептори, у 
катіонній -  донори); антиструктурні дефекти -  атоми Ві (5Ь) у вузлах 
підгратки телуру (акцептори) і, навпаки, атоми телуру у вузлах
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Основні термоелектричні параметри сполук АУ В УІ, АІУВУ'

Сполука
Ширина 
забороненої 
зони АЕ„  еВ

Питома
електропровідність 
а, Ом '  см"1

Коефіцієнт 
термо-е.р.с. 
а, мкВ/К

Sb2Te3 0,19 2000-4000 +89
Ві2Те] 0,13-0,1 500 +240 

-(120-240)
РЬТе 0,316 130-430

200-500
150-180
-( 1 1 0 -220)

GeTe 0.33ІЮ.07 1000-2000 40-55
SnTe 0,18 3000-4000 40-50
Geo.9sPbo.05Te - 3000 +27,7
0,777(Bio,iiSbo4s)2Tei+ 
0,223Оео <jPbij і Те

— 860-1780 +(111-157)

0 ,774(Bio.62Sbo.i$)2Te3+ 
0,226GeojsPbo isTe

— 1110-1140 137-142

0.77-
0, 74(Bio tiSbo.i7)2Te}+ 
0.23-0,26GeTe

500-3000 +158
-148

0,77(Ві,І 65Ь„ ,); Те) * 
0,23Geo.iiPbo_iTe

— 820 157

0,77(Bio,tSbo.4) 2Te3+ 
0,23 GeotPh.): Ге

— 580 200

підгратки металів (донори). На основі комплексних досліджень явищ 
переносу, а також співставлень експериментальної та теоретичної 
густини показано, що у твердих розчинах на основі Ві2 Те3 переважають 
антиструктурні дефекти із енергією утворення ~ 0,40 еВ. Енергія 
утворень вакансій складає ~ 1 еВ [5].

Максимум термоелектричної добротності Ві2Те3 при 300 К складає 
(2,4-2,6)10'3 К'1 -  для и-типу і (2,1-2,2)10'3 К'1 -  для р-типу, для БЬгТе3  -  
(3-4)-10° К'1 [6].

Квазібінарна система Ві2 Тез-8 Ь2Тез утворює неперервний ряд 
твердих розчинів із максимумом термоелектричної добротності для 60- 
70 мол.% БЬіТез ((3,0-3,3) 10*3 К '1) [6].

2.3. На квазібінарних розрізах Ві2 Те3-ОеТе, Ві2 Те3-8 пТе, БЬ2 Те,- 
СеТе, 5Ь2 Те3-БпТе виявлено евтектичні склади при -0,77 мол. долі 
А^ Тез [7, 8]. У більшості випадків фазами цієї евтектики є тверді 

розчини на основі А у Те3 і ВІУ А у Те2. Виключення встановлене для 
системи 8 Ь2 Тез-8 пТе, де однією із фаз евтектики є сполука Бп5Ь2 Те4.
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Таблиця
та твердих розчинів на іх основі при 300 К  [3,4-8,10/_________________

Питома термоелектрична 
потужність 

Л і О 1, Вт-К ^см'1

Коефіціснт 
теплопровідності 
Y-103, Вт-КГ1 с м 1

Т ермоелектрична 
добротність 

Z-103, К 1
15,8-31,7 47 3-4 (р)

28.8
12,2-39.2

17.5
15-29

2 , 1 -2 .2  (р) 
2 ,4-2.6  (п)

2.8-14.0  
6,0-9,7

23
27

1.4 (р)
2 .0  (п)

3,0-5,0 95 0.9 (р)
5,0-9.0 67-95 0. 1 -0,2

2.3 48,9 0,05 (р)
2 1 .2 -2 2 ,0 15,1-19,8 1 . 1 - 1 .4 (р)

20,9-23.
І

17,3-19,0 1,10-1,33

2 1 .0
12 ,0

17 1.17

2 0 ,2 16,8 1 ,2 0

23,2 16,3
,м  .......

Крім того в системі Ві2 Те3-БпТе евтектика знаходиться біля 
0,57 мол. долі Ві2 Тез, а між Ві2 Те3 і 8 пВі4 Те7  утворюються неперервні 
тверді розчини. Дослідження потрійної системи Ві2 Тез-8 Ь2 Тез-СеТе 
показали, що квазібінарний переріз (Ві£ЬІ_х) 2 Те3-СеТе має такий же 
вигляд як і перерізи А 2 Тез-ВІУТе. Двофазні сплави, близькі до 
(Віх8 Ьі-х)2Тез є евтектичними, причому одна із фаз є твердим розчином 
ОеТе у  (Ві^Ьі.^гТез, а інша -  потрійна сполука змінного складу 
Се(Віх8 Ь,.х) 4 Те7.

ПІ. Експеримент і результати
Сплави 0,77(Віх8Ьі.3) 2Те3-0,23Сеу8пі.уТе складу 0,4 < х  <0,8, 

0,8 <>><0,9 сплавляли із окремих компонентів -  вісмут, сурма, олово і 
германій та телур високого класу чистоти у вакуумованих кварцових 
ампулах, згідно методики [8]. Після гомогенізації при температурах, 
вищих на 100 К від температури евтектики на протязі 1 год., сплави 
гартували на повітрі. Для одержання зразків з осьовою орієнтацією 
кристалів проводилася зонна перекристалізація із швидкістю 
0,5-1,0 мм/хв один раз.
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|)||ІНМІІМІ ніким чином зразки досліджувалися рентгенографічно.
• • рмік іп  11 > м * і н і пираметри визначалися за методикою [9]. Результати 
і>і игрнмгііішіьних досліджень термоелектричних параметрів сплавів 
ннпслено на рис. 1-2. Загальною закономірністю, як і у випадку

ст-Ю\ ога-106, 
о,мкВ/К а Ом'см'1 ВтК'2см°

Рис.5. Залежність а: коефіцієнта термо-е.р.с. (сс-1), питомої електропровідності 
(0-2) і питомої термоелектричної потуж ності (О?0-3) та б: коефіцієнта 

теплопровідності (%-1), термоелектричної добротності (2-2) і безрозмірної 
добротності (2Т-3) сплаву 0 ,77(Ві,5Ь,.х)гТе1-0,230еу5п,.уТе від х  дляу=0,8.
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(BixSb1.xJ2 Te3 -GeyPb1.yTe [10], є те що при малому вмісті вісмуту
0,4 <  х  <  0,65 матеріал переважно характеризується електронною 
провідністю (рис. 1,а; 2,а -  криві 1). Збагачення сплавів на вісмут 
(х > 0,7) веде до конверсії типу провідності з п- на р-тип (рис. 1,а; 2,а). 
Зауважимо, що збільшення вмісту германію у сплаві веде до зміщення

а ,  мкВ/К
а 10' \  <Лт106, 

Ом ‘ см-1 В т К гсм '

20

15

10

5

0

0,5 0,6 0,7
X, мол. долі

Рис.6. Залежність а: коефіцієнта термо-е.р.с. (а-1), питомої 
електропровідності (о-2) і пит омої термоелектричної потужності (о?0-3) 

та б: коефіцієнта теплопровідності (%-1). термоелектричної 
добротності (2-2) і безрозмірної добротності (2Т-3) сплаву

0 ,77(ВіЛЬі-І)2Теі-0,23Се^Пі.уТе від х  для у=0,9.
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.. г  пі |<«*м:іу ми інк (ч іі.іііи х  інамснь х, тобто збагачення їх вісмутом.
І.... іпи|і< ми. ям що при у  - 0,8 конверсія типу провідності має місце при 
. о ,м , ю уже при у  = 0,9, х  ~  0,67 (рис. 1,а; 2,а -  криві 1). Крім того, 
якщо при збільшення х  має місце початкове зростання коефіцієнта 
тсрмо-е.р.с. (рис. 1,а; 2,а -  криві 1) і зменшення питомої 
електропровідності (рис. 1 ,а; 2,а -  криві 2), то подальше зменшення 
позитивної і зростання негативної термо-е.р.с. веде до зростання а  У 
зв’язку із такою складною зміною а  і а  від вмісту вісмуту, за заданого 
значення у  = const, пік на концентраційній залежності питомої 
термоелектричної потужності c f o  дещо зміщений по відношенню до 
максимального значення коефіцієнта термо-е.р.с. (рис. 2,а -  криві 1, 2). 
Зауважимо, що якщо збільшення вмісту вісмуту у сплаві веде до 
зменшення коефіцієнта теплопровідності х  (рис. 1,6 ; 2,6 -  криві 1), то 
телуриду германію -  до його зростання. Термоелектрична добротність 
(2) визначається як складом низькотемпературної фази (BixSbi.x) 2 Te3, так
і вмістом середньотемпературного матеріалу GeySn,.yTe (рис. 1,6; 2,6 — 
криві 2). Згідно розрахунків, оптимальними термоелектричними 

матеріалами, за даних умов синтезу, володіє сплав складу х  = 0,6, у  = 0,8 
(Z =  1,42-10'3 K '1).

У таблиці наведена порівняльна характеристика 
термоелектричних параметрів досліджуваних матеріалів.

IV. Висновки
1. Виконано порівняльний аналіз термоелектричних параметрів 
евтектичного сплаву 0,77(BixSbi.x)2Te3-0,23GeySni.yTe у залежності від 
вмісту низькотемпературної (BixS b ,x)2 Te3 (0,4 < х<  0,8) та 
середньотемпературної GeySn,.yTe (0,8 < у<  0,9) фаз.
2. Встановлено, що сплави 0,77(BixSbi.x)2Te3-0,23GeySni.yTe із 
низьким вмістом вісмуту (х = 0) для значень (у = 0,8-0,9) GeySni_yTe 
завжди мають електронну провідність, а при х  > 0, р-тип.
3. Показано, що на залежностях коефіцієнта термо-е.р.с. (а) і 
термоелектричної добротності (Z = сРа/у) від вмісту вісмуту (х) за умов 
сталого значення у  = const мають місце характерні максимуми при

•- М ни» ї ї , * * » « ! . ' « » " vnm*«..•«•«!> М я іе м я т м . Фгіика. 2001. Випуск2.
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загальному зменшенні коефіцієнта теплопровідності (%)•
4. Визначено склад сплавів із оптимальними значеннями 
термоелектричних параметрів.

The dependence specific electroconductivity (a), thermoelectric factor (a), specific 

thermoelectric capacity (o fa), and also factor thermoconductivity (%) and 

thermoconductivity pow er (Z  = a fo /x )  o f  alloys 0 ,77(BixSbi-1)2Te3+0,23Ge>Sni-yTe o f  

compositions 0.4 < x £0 ,8 . 0,8 < y <0,9 are investigated. The alloys with optimum values 

a? 0  and Z  are determined.
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КРИСТАЛОКВАЗІХІМ ІЧНІ РОЗРАХУНКИ ТА 
ПРОГНОЗУВАННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ СПОЛУ К ТИПУ 

Ш ПІНЕЛЕЙ.

Запропоновано для розрахунків в шпінельних оксидах замість іонних радіусів 
використовувати такі структурні характеристики, як іонно-атомні відстані. За 
допомогою кристалохімічних параметрів визначено області стійкості оксидних та 
сульфідних шпінелей. Приведено результати резонансу кристалохімічних формул 
шпінелей з антиструктурою.

Кристалоквазіхімія є новим перспективним науковим напрямком, 
який вивчає стехіометричні та нестехіометричні неорганічні сполуки на 
основі резонансу антиструктури з кристалохімічною формулою. 
Стосовно нестехіометричних сполук метод кристалоквазіхімії дозволяє 
визначити природу та концентрацію дефектів, адже класичні закони 
неорганічної хімії втрачають зміст для цих сполук. Цей метод дає 
можливість одержувати принципово нову інформацію про властивості 
порівняно з іншими методами [5].

Сполуки типу шпінелей широко застосовуються в хімічній 
технології, металургії, на їх основі виготовляються напівпровідникові, 
магнітні матеріали (ферити), які використовуються в електроніці, 
оптиці. Матеріали, які виготовлені з шпінелідів, можуть набувати 
вогнетривких, корозійностійких властивостей, ведуться дослідження 
щодо їх каталітичної здатності [3].

На сьогодні вважають, що оксидні шпінелі, не є іонними 
сполуками, оскільки мають значну долю валентного зв’язку (= 50 %). 
Шпінельні оксиди -  це складні координаційні сполуки із загальною 
формулою Ме2*Ме32+0 4. їх найважливішими кристалохімічними 
характеристиками є:

• період елементарної комірки а;
• тетраедрична відстань катіон-аніон а,
•  октаедрична відстань катіон-аніон /3;
• кут хімічного зв’язку &,
• аніонний параметр (У;
•  ступінь оберненості І.
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Важливими структурними характеристиками є іонно-атомні 
відстані (ІАВ). В кристалохімії вони зазвичай визначаються за 
допомогою якої-небудь системи іонних радіусів. Детальний аналіз 
існуючих систем іонних радіусів в ряді випадків показує їх протиріччя
і непридатність для розрахунків. При описі кристалохімії сполук з 
проміжним характером зв’язку (оксиди металів, халькогеніди) жодна 
шкала іонних радіусів не придатна, оскільки хімічні елементи в цих 
сполуках точніше можна охарактеризувати за допомогою іонно- 
атомних станів, після чого з успіхом використовувати шкалу атомних 
радіусів [4].

Експериментально встановлено, що в системі твердих розчинів 
ZnAl2 _yCryX 4,{X  = S.O) при збільшенні у  в оксидах період 
елементарної комірки прямолінійно збільшується, а в сульфідах -  
зменшується. Це суперечить концепції іонних радіусів. Аналогічне 
протиріччя спостерігається і при співставленні оксидів з фторидами. 
Однією з причин розходження даних в кристалохімічному 
прогнозуванні є використання різних систем іонних радіусів [1, 2].
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Рис. 1. Графічне визначення кристалохімічних параметрів за рівнянням Пуа. 
І / -  аніонний параметр; 5 -  відхилення від ідеального; а  -  період решітки, А; 

а -  тетраедрична відстань; р  -  октаедрична відстань
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Найбільш раціональним є підхід до цього питання А.С. Поварених, 
згідно якого в різних за природою хімічних сполуках атоми одного і 
того ж елемента повинні мати різні радіуси [7]. В роботі [7] наведені 
значення міжатомних відстаней для деяких оксидів та сульфідів. Нами 
зроблено графічний аналіз рівнянь Пуа, дані якого приведені на рис. 1. 
Згідно цієї концепції положення будь-якого катіона визначається 
постійною характеристичною (інваріантною) відстанню, яка залежить 
тільки від кисневого параметра £/ = - ^  + 5 ,  де 6  -  відхилення від 

ідеального значення. Тетраедрична відстань а  і октаедрична відстань 
Р визначаються за рівняннями а  = а Л ( ^  + б)',

Р = а{і/і^  + 38 2 - й / ^ 2 . Сумарний розв’язок цих рівнянь дає

наступний вираз: а (А )  = 2,0995а+ (5,8182р 2 -  1,4107а2У2, де а -  
період решітки шпінелі. Якщо розкласти рівняння р  = / { а , 8 ) в ряд по 
малому значенню 8  і обмежитись його лінійним членом
р - а { 0 ,2 5 - 8 ) ,  можна отримати спрощене рівняння 
а = 1,5396а + 2,6667р , що наведене в роботах [4].

На основі літературних та наших даних розраховані іонно- 
атомні відстані для всіх відомих до недавно оксидних і сульфідних 
шпінелей. З метою достовірності та необхідної точності (±0,01 А) 
результатів використовували метод стандартних катіонів і метод 
самоузгодження. В методі самоузгодження встановлювались графічні 
залежності ІАВ за електронними аналогіями або згідно закономірної 
зміни електронних енергетичних спектрів. В методі стандартних 
катіонів вибирались добре вивчені сполуки з вузькою областю
гомогенності та схильністю катіонів до тієї чи іншої поліедричної
позиції. Наприклад, в якості стандартних октаедричних катіонів
використовувались С г \  М'г+, А Ґ ,  ЬС, а тетраедричних -  2 п \  Сіі2*, 
Іп3\  /=еі+.

Виведені раніше математичні вирази, базуються на іонних 
радіусах, в ряді випадків можуть бути перетворені з використанням 
ІАВ. Наприклад, області існування різних структур з хімічною

формулою АВ2Х 4 визначаються відношенням іонних радіусів гу
/ гв

(одна координата) і силової константи АГдв -  друга координата.
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Х лХ в
К лв =  7--------- у — 7------------------------------------------------------------- V , ------------- V----------- V В ць0муVA + г х У +(гв + г х У + 1,155(гл + гх \ гв + гх )

рівнянні X  -  електронегативності хімічних елементів А і В.
г . /  а - Г г  . . . . . .Відношення у  замінимо ви разом ------ —, гх  -  для наищшьнішої
/ гв р -г х

упаковки записується через а і потім замість а підставляється а і р. В
гА 1,4а-р Х АХ В

результаті одержуємо: —  = —--------- , К лв = — ------- ;----------- .
rB Р -0,6а АВ а + р + 1,2аР

На базі ІАВ розрахована діаграма кристалохімічних параметрів
стійкості кисневих та сульфідних шпінелей, яка показує не тільки
взаємний зв’язок а, Р, а і U, але й дає можливість прогнозувати
оксидні та сульфідні шпінеліди (рис. 2) [4].

Тверді сполуки в кристалічному стані не можуть бути на 100%
іонними сполуками, тобто певна доля зв’язків ковалентна, за рахунок
чого заряди в сполуках не будуть цілочисельними, як описує
кристалохімія. Отже, є потреба розгляду шпінелей з позиції
кристалоквазіхімії.

Для визначення кристалоквазіхімічного складу шпінелей треба
проводити суперпозицію, резонанс (суміщення) шпінельної
антиструктури (з кристалохімічною структурою шпінелей).

Антиструктуру для даного класу беруть одну для найбільш
стійкої речовини (клас шпінелей -  благородна шпінель).

щ 2; [ а і ї \в{о2А  іб]-
Антиструктура -  (V')A[V2%{V? ) 0  ■
Наприклад, суперпозиція нікелевого фериту з антиструктурою 

буде мати наступний вигляд:
Fe3;[N i2+Fe1+ і {024~ +  v f r j B{УГ і  FeXN iFe'Ü O lX

Кристалоквазіхімічні формули дають можливість прогнозувати 
властивості шпінелей. Проведемо суперпозицію для Fe30 4.

Fe3A F e 2+Fe3' i { o 24-)0 +  У;[Уг1в{УГ)0 - > Fe'A[Fe'Fe*i{o;l 
Літій має велику спорідненість до октаєдричних позицій, і 

відповідно до цього кристалохімічна формула літієвого фериту 
записується наступним чином:

Fe3;[Li+sFe3*І { о 2~ І  + y;[v?\B{vr і  ^  FeA[LroiF elX {o:)o
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-  - ч*
Октаедрична відстань, Д А

Рис. І.Діаграма кристалохімічних параметрів областей 
стійкості шпінелідних структур.

1 ,2  -  області стійкості сульфідних (1) та оксидних (2) иіпінелідів; 
и  — аніонний параметр; а  — тетраедрична відстань.

На октаедричній позиції літію сконцентрований подвійний 
негативний заряд, тобто в даному випадку будуть посилені електроно- 
донорні властивості.

Розглянемо окислення ґ е 3 0 4 до Ре2Ог . Причому Ре2 0 3 буває в 

двох модифікаціях: термодинамічно стійка фаза гематиту (аре 2 0 }),
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яка має структуру корунду (всі іони Ре3+ знаходяться в октаедричних 
позиціях) і утворюється за рахунок попередньої фази уРе2 0 3, яка має 

структуру шпінелі (частина іонів Ре3+ знаходиться в тетраедричних 
позиціях).

Р е 'Х Р е Г е Ц о ^  + ^ 0 2 + у;[у 2% {у4" і  ^ е ^ е у У у ^ у Х

Ре2 0 ^ / - * Р е р Р е р р / 0 24-

Експериментально встановлено, що для фази уРе2 Оі вакансії 

знаходяться в октаедричних позиціях.

РеузРеу Р / 3° 2<~ + (у ?  )о ¥ е 'л[РеузУ у ] в (°*< )о

Виходячи з кристалоквазіхімічної формули Ре20 }, ми можемо 

зробити висновки, до яких не призводять кристалохімічні 
дослідження. Гази-окисники ( 0 2, С О 2, СІг) будуть адсорбуватися на 
катіонних вакансіях, тобто стає відомою природа активних центрів, 

гази-відновники (Н 2, СО , С Н 4)  -  на Ь 'е \ ,  оскільки гази-відновники є 

донорами електронів.
В системі тверда речовина -  рідина, в кислому середовищі 

процес буде починатись на катіонних вакансіях (взаємодія протонів з 
катіонними вакансіями); уРе2 0 3  є амфотерною сполукою, тому при

взаємодії з лугом процес буде починатись на Ре 'А, за рахунок

адсорбції іонів О Н " .

Електропровідність уРе20 3  буде здійснюватись за рахунок 

непрямого обміну електронів катіонна вакансія -  тетраедричне залізо 

Ре'А. Тоді відстань центр октаедра -  центр тетраедра буде менша, ніж 

відстань центр октаедра -  центр октаедра.
Таким чином, можна зробити наступні висновки:
1. За експериментальними даними та на основі аналізу 

літературних даних показано, що для кристалохімічних розрахунків та 
прогнозування не прийнятна ні одна з систем іонних радіусів. Замість
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Цінних радіусів в роботі запропоновано використовувати іонно-атомні 
відстані.

2. Розраховані ІАВ для всіх відомих оксидних та сульфідних 
шпінелідів.

3. На основі ІАВ побудована діаграма стійкості кисневих та 
сульфідних шпінелей, яка дає можливість визначати кристалохімічні 
параметри та прогнозувати нові шпінелідні сполуки.

Методи кристалоквазіхімії дають можливість встановити 
природу дефектів в кристалічних твердих тілах, а отже одержати нову 
інформацію про реакційну здатність, адсорбцію і каталіз, а також про 
ряд фізико-хімічних властивостей твердих кристалів.

The object o f  investigation o f  this work is such kind o f  chemical compounds as 
spinelides. It is offered to use fo r  accounts such structural characteristics as ion-atomic 
distances, instead o f  ion radiuses. It is determined with the help o f  crystal chemical 
parameters the areas o f  stability o f  oxygen and sulfide spineles. The results o f  a 
resonance o f  the crystal chemical form ulas o f  the spineles with antistructures are given.
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Р.В.Ільницький, М .О.Бакума

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ Ф ІЛЬТРАЦІЇ ПРИ ОБРОБЦІ 
ДАНИХ Ф ІЗИЧНОГО ЕКСПЕРИМ ЕНТУ

Метод медіанної фільтрації застосований при згладжуванні залежності 
фізичних властивостей матеріалу від складу. Відображена ефективність 
методу і адекватність його результатів.

При проведенні фізичних експериментів часто виникає 
необхідність згладжування залежності значень функціоналу У (і) від Г 
за умови, що аргумент і змінюється монотонно, а результат 
спостереження піддається явним відхиленням від визначеного 
статистично існуючого базового рівня. При цьому вид 
функціонального зв'язку невідомий, однак точно відомо, що такий 
зв'язок існує.

При значних відхиленнях експериментальних даних від 
базового рівня застосування регресивного аналізу не можна вважати 
ефективним, що пов'язано із піднесенням до квадрату відхилення 
величини від статистично середньої. Тому при великих одиничних 
відхиленнях (викидах) результуюча помилка методу різко зростає.

Відома процедура фільтрації часових рядів методом медіани 
ковзання. При цьому задається ряд даних у /,  отриманих через рівні 
проміжки часу, серед яких вибирається так зване «вікно», що 
складається з членів * потім знаходиться їх середнє чи
медіана

т У і = т { У і - к ~ У і - У м \  (1)

Множина отриманих значень медіан {"у і } є функціоналом, що 
залежить від аргументу, тобто часу. Доведено, що даний функціонал 
зберігає в певній мірі властивості вихідної послідовності, при тому, 
що вплив грубих похибок вимірювання при їх загальному 
випадковому розподілі помітно знижується [1].

Основна властивість членів даного ряду (аргументів) полягає у 
збереженні їхньої постійної густини при зростанні. При цьому безліч 
рефлексів (значень функціоналу), за визначенням, повинна 
змінюватися безперервно.

Такі властивості, на нашу думку, характерні не тільки для 
часових рядів, але і для тих послідовностей, в яких аргумент
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іміпіогться з невеликим кроком, а рефлекс на всій послідовності 
іавідомо не мас ніяких аномалій. Тому викиди значень, що 
виникають, можуть бути тільки результатом грубих помилок чи 
несправності вимірювальної апаратури.

Виходячи з викладеного, аналогічний підхід був застосований 
нами для аналізу зміни відносної інтенсивності рефлексів 
рентгенівської дифракції полікристалів оксидної шпінелі при 
монотонному зростанні вмісту одного з катіонів -  алюмінію, що 
характеризується сильно вираженою відмінністю в розсіювальній 
здатності, від металевих катіонів матриці -  нікелю і заліза, а тому 
помітно впливає на інтенсивність.

На рентгенівському дифрактометрі були отримані два 
рентгенівські рефлекси, що відповідають кристалографічним 
площинам з індексами (Уїкі) (220) і (400) в кубічній гранецентрованій 
решітці. Експериментальне відношення інтенсивностей даних 
рефлексів,

відповідно до методики розрахунку розподілу катіонів у вузлах 
кристалічних решіток, з високою точністю може бути зіставлене з 
обчисленим відношенням [2]. Для підвищення точності визначення 
катіонного розподілу необхідно знизити вплив на кінцевий результат 
похибок вимірювань відношення інтенсивностей рефлексів. Оскільки 
катіонний розподіл залежить від концентрації катіонів у 
досліджуваній хімічній сполуці, для згладжування кривої залежності 

у(^), де г = 0 ...0,1 -  мольна концентрація вмісту алюмінію, що 
змінюється з постійним кроком 8  =  ОД ми використали метод 
медіанної фільтрації (рис. 1).

Задача сформульована нами так. Нехай отриманий ряд значень 
відносної інтенсивності {у, }, що при збільшенні аргументу г, містить 
два компоненти -  тренд { /  } і похибку вимірювання {е, }:

У і = А + ег  (3)
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Необхідно знайти ширину вікна медіанної фільтрації, щоб отримана 
послідовність оцінок {'”>',•} була б якнайближчою до послідовності

( Л і­
н а  рис. 1 показана крива, побудована за точками після 

медіанної фільтрації при ширині вікна 2£ + 1 = 3. Як видно з графіка, 
точки, отримані в результаті медіанної фільтрації, добре лягають на

Рис. 1. Залежність експериментальних ( х)  і відфільтрованих (•) 
значень відносних інтенсивностей від аргументу

монотонну криву. Це узгоджується із загальними уявленнями про 
фізику процесу зміни катіонного розподілу [3].

Для оцінки адекватності нового функціоналу, що складається з 

ряду {т у], скористаємося методом кореляційного аналізу [4].

Допустимо, що між показником J  (в нашому випадку 

відфільтрована величина | т ;у)) і фактором У (в нашому випадку 

потокова інтенсивність у )  існує лінійний стохастичний зв'язок. 

Необхідно в декартовій системі координат знайти згладжуючу пряму, 
яка б найкращим чином проходила через задану безліч точок. Цей 
зв'язок запишемо у вигляді
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У = а  + Д / + е, (3)

де а  і Р -  невідомі константи, е -  випадкова змінна.
При великому числі значень показника і фактора величина

З  = а  + р / ,  (4)

буде істинною. А оскільки кількість значень у нас обмежена, то
можна знайти оцінки значень а  і р . Обчислення методом

регресивного аналізу [4] показали, що: а  = 0.18;/3 =0.782, коефіцієнт
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Рис. 2. Кореляційний зв'язок між  значеннями показника та 
фактора і лінія регресії

лінійної регресії кореляції /- = 0.92. Чим більший коефіцієнт 
кореляції, тим сильніший зв'язок між фактором і показником. 

Кореляційний зв’язок між значенням показника {т _у| і фактора {у} 

графічно зображена на рис. 2.
Важливим питанням є оцінка помилки при проведенні 

фільтрації. Для вимірювання цього скористаємося F  - критерієм чи 
критерієм Фішера, що передбачає виконання наступних етапів:

На першому етапі розрахуємо величину F -відношення:

/?(і, п -  2) =  г 2  ■ (п -  2) = 0,922 - (1 1 -2 )=  7,62. (5)
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На другому етапі задаємо рівень значимості. Вибираємо рівень 
значимості 97,5%. Це означає, що ми можемо помилитися не більш, 
ніж на 2,5%, а в 97,5% наші висновки будуть правильними.

На третьому етапі за відповідними таблицями F  - розподілу 
Фішера з (1, п - 2) ступенями вільності обчислимо критичне значення 

критерію F * . Якщо розраховане нами значення більше табличного, то 
побудована модель адекватна реальній дійсності з ризиком 
помилитися не більше, ніж на 2,5%. У конкретному нашому випадку 

F* = 7,32. Оскільки F  > F * , то похибка, яку вносить фільтрація, не 

перевищує 2,5%.
Перевірка показала, що виконання операцій фільтрації на 

відношеннях інших інтенсивностей рентгенівської дифракції дало 
можливість визначити катіонний розподіл в еталонному зразку - 
чистому нікелевому фериті. Відповідно до обчислень, концентрація 
катіонів у тетраедричних позиціях кристалічних граток виявилася 
рівною 0 ,0 0  + 0 ,0 1 , що з точністю 1%  відповідає дійсному катіонному 
розподіл у[3].

В даній роботі був розроблений алгоритм розв’язання 
поставленої задачі. Зокрема показано, що інваріантна послідовність 
при оптимальному “вікні” може бути отримана досить швидко. 
Адекватність розробленого опису показана на порівнянні відносної 
інтенсивності, обчисленої з теорії розсіювання рентгенівських 
променів, з модифікованою описаним способом експериментальною 
інтенсивністю, отриманої на еталонному зразку.

The method o f  a median filtering  is applied at flattening dependence o f  physical 
properties o f  a material from  a composition. The method efficiency and adequacy o f  its 
results are shown.
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Яремій І.П.

КРИСТАЛІЧНА СТРУКТУРА П ЛІВОК ЗІГ  РІЗНОЇ 
ТОВЩ ИНИ

В робот і проведено аналіз трансформації кристалічної структури 
епітаксійних плівок ЗІГ  р ізної товщини. Показано, що елементарна комірка 
плівок ЗІГ  є ромбоедрично деформована, а ступінь деформації суттєво 
залежить від товщини плівки.

Епітаксійні плівки залізо-ітрієвого гранату (ЗІГ) 
використовуються у техніці надвисоких частот та для створення 
сенсорних пристроїв візуалізації просторового розподілу 
неоднорідних магнітних полів [1]. На значну залежність магнітних 
характеристик гранатових плівок від їх структурної досконалості 
вказується в [2]. В роботі [3] показано, що плівки ЗІГ володіють 
великою структурною досконалістю, однак в них все ж існують 
мікронапруги, які виникають за рахунок різниці в сталих гратки 
плівки і підкладки, а також за рахунок різниці в їх термічних 
коефіцієнтах. Крім того, вирощені плівки в повній мірі відтворюють 
дефекти, які існували на поверхні підкладки [4]. Із вказаних причин 
відбувається підвищення потенціальної енергії гетероструктури, що 
сприяє погіршенню структурної досконалості епітаксійних плівок, а 
перевага одного з механізмів виникнення механічних напруг при 
певній товщині плівки призводить до різної структурної досконалості 
та магнітних характеристик плівок з різною товщиною навіть при 
вирощуванні в однакових умовах. Тому метою даної роботи було 
вивчення трансформації кристалічної гратки епітаксійних плівок ЗІГ 
різної товщини.

Для дослідження використовувалися плівки ЗІГ товщинами
0,49; 2,9; 10,3 та 30 мкм, вирощені на підкладках галій-гадолінієвого 
гранату (ГГГ) з площиною зрізу <111>. Дослідження проводилися на 
двокристальному рентгенівському дифрактометрі ДРОН-З.О в СиКа, 
випромінюванні. В якості монохроматора використовувався 
досконалий монокристал ГГГ. Міжплощинна відстань визначалася 
методом Бонда для відбивань (444), (888) та (880).

При вирощуванні епітаксійних структур, при ненульовій різниці 
в сталих гратки плівки і підкладки, плівки отримуються 
деформованими таким чином, що трансляція її ґратки в площині 
плівки повторює трансляцію структури підкладки. Враховуючи 
співвідношення товщин підкладки і плівки, останню можна
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розглядяти як деформовану в напрямку, перпендикуклярному 
площині росту (рис. 1).
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Рис. 1. Е л е м е н т а р н и й  р о м б о е д р .

В роботі [5] показано, що плівки ЗІГ, вирощені на площині зрізу 
<111 > мають ромбоедричну структуру, а для характеристики ступеня

ромбоедризації введений параметр 8 : 5 = 1 -  ■ Крім того, було
*д

запропоновано критерій існування дислокацій невідповідності за 
рахунок різниці в сталих ґратки плівка-підкладка: дислокації відсутні

12.383 
12.382 
12.381 
12.380 

> .  12.379 
I  12.378 
g. 12.377 
се 12.376 
§  12.375 

и  12.374 
12.373 
12.372 
12.371 
12.370

Товщина плівки , мкм

Рис, 2. Залеж ність експериментально визначених параметрів гратки від 
товщини плівки.



при 6 = соз(а) (*), де а  -  кут при вершині ромбоедра; дислокації 
існують при порушенні цієї рівності.

Для порівняння та інтерпретації одержаних результатів, крім 
параметрів ґратки ромбоедрично-деформованої плівки ар та кута при 
вершині ромбоедра а , використовувалися обчислені параметри 
псевдокубічної гратки аш = с!ш уіИ1 + к г + 1 1 у припущенні, що 
деформація відсутня.

На рис. 2 представлені графіки експериментально визначених 
параметрів гратки ар, а т  та аш  від товщини зразка. Як бачимо, на 
відміну від монотонно зростаючого з товщиною плівки параметра ат , 
який характеризує зміну міжплощинної відстані в перпендикулярному 
до площини зрізу напрямку, зміна параметра а т  (характеризує 
міжплощинну відстань в напрямку =35° до нормалі) має 
немонотонний характер. Монотонна зміна параметра аш  пов’язана з 
тим, що в напрямку < 111> в процесі росту для зміщення атомів 
перешкод немає. При охолодженні вирощених плівок, в них, крім 
напруг викликаних розходженням сталих граток плівки і підкладки, 
виникають напруги пов’язані різницею в їх термічних коефіцієнтах. 
Дані напруги, в основному, приводять до зміщення атомів в напрямку, 
перпендикулярному поверхні плівки. Характер зміни параметра а8 8о, 
імовірно, пов’язаний зі зміною співвідношень у вкладах вище 
вказаних причин виникнення деформації для плівок різної товщини. 
Залежність кута при вершині ромбоедра від товщини плівки 
представлена на рис.З.
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Рис. 3. Залежність кута при вершині ромбоедра від товщини плівки.
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Проведемо аналіз трансформації кристалічної гратки кожної з 
плівок.

З рис. 2 і 3 бачимо, що у плівки товщиною 0,49мкм стала гратки 
зростає до значень, не характерних для чистого ЗІГ (12,3760А [4]), а 
кут при вершині ромба суттєво перевищує 90°. З критерію (*) 
випливає, що в даній плівці дислокацій невідповідності немає, тобто 
плівка, зважаючи на її малу товщину, є розтягнутою в площині росту 
до повного співпадання параметрів Іт і /„а для плівки і підкладки 
відповідно.

При товщині плівки 2,9 мкм кристалічна ґратка набуває 
характерних для монокристалів ЗІГ розмірів і форми (а= 12,376А,

(іі - і У
а=90°). Оцінюючи за допомогою співвідношення [5] (7 =

густину дислокацій невідповідності ( /^  = ап<)%/2 , Іпм= 2 арзіп{р/2 ) \  з
рис. 4 бачимо, що при переході до даної товщини відбувається 
зростання їх кількості.

Імовірно, при цій товщині відбувається деяка мінімізація енергії

Рис. 4. Залежність кількості дислокацій невідповідності від товщини
плівки

плівки, пов’язана як зі зняттям напруг у плівці через утворення 
дислокацій невідповідності, так і з особливостями розподілу 
елементів по товщині плівки. За даними [3], при вивченні розподілу 
заліза по підґратках заміщених ЗІГ, було виявлено зростання 
відношення інтегральної інтенсивності підспектрів в а- і ^/-позиціях 
на глибині 2,2 мкм, яке зв’язане з перерозподілом іонів заліза за
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кристалографічними позиціями. У випадку плівки ЗІГ, подібні зміни 
могли відбуватися як за рахунок перерозподілу іонів заліза між окта- 
та тетра-підґратками, так і за рахунок входження технологічних 
домішок, що в загальному випадку приводить до зміни параметрів, які 
характеризують кристалічну структуру.

При подальшому зростанні товщини плівки відбувається 
зростання сталої гратки з одночасним зменшенням кута при вершині 
ромбоедра. Величина Іт, а отже і кількість дислокацій 
невідповідності, залишається майже без змін, що очевидно, пов’язане 
з тим, що при даній товщині і існуючих в плівці напругах енергетично 
вигідніша деформація кристалічної гратки плівки, ніж утворення 
дислокацій невідповідності. Така ситуація зберігається до товщин 
плівок -15 мкм, при яких, за даними [6], гетероструктура володіє 
найбільшою енергією. Подальше зростання товщини плівки 
приводить до релаксації накопичених напруг, що відображається в 
різкому зростання кількості дислокацій невідповідності при товщині 
плівки 30 мкм. Спотворення елементарних комірок ЗІГ у вигляді 
ромбоедрів, витягнутих вздовж нормалі до площини плівки, та 
зменшення сталої гратки плівки, очевидно, є наслідком зміни складу 
шихти в процесі росту (що особливо проявляється при вирощуванні 
товстих плівок) [7]. Крім того, при даних умовах зйомки 
одержувалася інформація тільки з поверхневого шару плівки 
товщиною -10 мкм.

За одержаними при визначенні міжплощинних відстаней 
кривими дифракційного відбивання було зроблено якісну оцінку 
ступеня дефектності плівок різної товщини. Як відомо, наявність в 
монокристалі дефектів II роду (за Кривоглазом) приводить до 
уширення дифракційної лінії (фізичного уширення) [8]. Для 
конкретного типу дефектів ступінь цього уширення, в залежності від 
кута падіння рентгенівського променя, змінюється за певним законом. 
Крім того, можливість впливу певного типу дефектів на уширення 
дифракційної лінії залежить від типу зйомки. Зважаючи на те, що в 
досліджуваних плівках ЗІГ структурна недосконалість є незначною, і 
в деяких випадках параметри, які характеризують цю недосконалість, 
наближаються до меж чутливості методу, для характеристики 
дефектності структури плівок використовувалася інтегральна ширина 
брегівського піка відбивання від плівки. Розділення фізичного 
уширення на складові, пов’язані з різними механізмами уширення 
рентгенівської лінії, та визначення їх числових характеристик у цій
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роботі не проводилось. Метод ю-сканування з широкою щілиною, 
який використовувався при зйомці кривих дифракційного відбивання, 
дає можливість здійснювати сканування одночасно вздовж і впоперек 
вузла оберненої гратки [8], тобто одержані головні брегівські піки 
плівки несуть інформацію про всі дефекти структури, які 
реєструються рентгенівськими методами.

Як видно з рис. 5, залежність інтегральної ширини брегівського 
піка плівки від її товщини має характер, подібний до графіків а(Ь), 
ат(Ь), <іт(Ь)- Найменшим фізичним уширенням, і, відповідно, 
найбільшою структурною досконалістю характеризуються плівки ЗІГ 
з товщиною 2,9мкм. Одержані результати корелюють з результатами 
роботи [9], де методом резерфордівського зворотнього розсіювання 
досліджувався вплив товщини плівки ЗІГ на процеси 
дефектоутворення при іонній імплантації. Залежність параметра 
дефектоутворення, а також величини максимальної відносної 
деформації від товщини плівки, має вигляд аналогічний вигляду 
кривої представленої на рис. 5 (мінімум -  при Ь=2,14 мкм). Очевидно, 
що зменшення радіаційних пошкоджень при імплантації плівки 
товщиною 2,14 мкм пов’язане з відсутністю факторів, які стимулюють 
ріст кількості радіаційних дефектів. Цей факт підтверджує наші 
припущення про те, що в інтервалі товщин ~2-3 мкм потенціальна 
енергія плівки є мінімальною. Погіршення структурної досконалості 
плівки з товщиною -0,49 мкм викликане наявністю в ній мікронапруг, 
пов’язаних з різницею в сталих гратки плівка-підкладка та наявністю 
перехідних шарів плівка-підкладка та плівка-повітря [10]. Зростання 
параметра дефектоутворення для плівки даної товщини підтверджує 
існування в них значних напруг, що відображається у пониженні 
енергії утворення дефектів і, відповідно, сприянні їх появи при іонній 
імплантації. Причини уширення дифракційної лінії при великих 
товщинах плівок (-10-30 мкм) вказані вище.

За результатами даної роботи можна зробити наступні 
висновки.

• Епітаксійні плівки ЗІГ мають ромбоедричну кристалічну 
структуру. Ступінь ромбоедризації залежить від товщини плівки.

•  Субмікронні плівки ЗІГ деформуються у площині плівки 
до повного співпадання параметрів / плівки і підкладки, а 
елементарні ромбоедри розтягнуті в площині плівки.

• В плівках, товщини яких перевищують Змкм, елементарні 
ромбоедри розтягнуті в напрямку, перпендикулярному площині 
плівки. При цьому, в інтервалі товщин 3-10 мкм параметр Іпя
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залишається сталим при зростанні сталої гратки, а при більших 
товщинах 1„л і стала гратки зменшуються за рахунок зростання 
кількості дислокацій невідповідності. Така поведінка пояснюється 
зняттям напруг, максимум яких припадає на товщину 15 мкм.

• Структурна досконалість плівок ЗІГ залежить від товщини 
плівки. Найбільшою структурною досконалістю володіють плівки, 
товщина яких лежить в межах 2-3 мкм, що пов’язано з мінімумом 
потенціальної енергії плівки при даних товщинах.

The crystal structure o f  épitaxial ferrite  garnet film s with the différent thickness 
has been studied. The rhomboedrical deformation o f  garnet film s unit cell and  
depending strain on the garnet film s thickness was obtained.
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ВПЛИВ ПРОЖ АРЮ ВАННЯ НА ПРОЦЕСИ ГІДРАТАЦІЇ 
П ІРО ГЕН НО ГО  КРЕМ НЕЗЕМ У

Методами диференціального термічного аналізу (ДТА) та 
термогравіметрії (ТГ) досліджено особливості гідратного покриву пірогенних 
кремнеземів з різною вільною питомою поверхнею. Показано, що для всіх зразків 
існують температурні інтервали, пов’язані з  дегідратацією трьох різних за 
енергією зв 'язку форм молекул води. Встановлено, що кількість сорбованої на 
поверхні пірогенного кремнезему води залеж ить від технологічних умов його 
отримання.

На протязі останніх десятиліть накопичено достатньо 
експериментального матеріалу про будову і властивості поверхні БЮ2. 
Встановлено, що різні модифікації діоксиду кремнію містять на своїй 
поверхні структурні гідроксильні групи, хімічно зв’язані з 
поверхневими атомами кремнію, а також сорбовану воду [1 - 4]. 
Наявність зв’язаної на поверхні пірогенного кремнезему води, який 
сьогодні використовується в якості катодного матеріалу для літієвих 
джерел живлення [5 ,6], може суттєво впливати на технологічні 
параметри вказаних пристроїв. Відомо, що кількість сорбованої на 
поверхні пірогенного кремнезему води, отриманого методом 
пірогенного гідролізу тетрахлорсилану, залежить від ступеня 
дисперсності порошків, тобто грубодисперсні частинки є більш 
гідратованими, ніж високодисперсні. Тому метою нашої роботи є 
дослідження особливостей гідратного покриву діоксидів кремнію, 
одержаних за допомогою пірогенного синтезу метилтрихлор -  і 
диметилдихлорсилану, в процесі їх дегідратації в атмосфері повітря 
при прожарюванні до 1000°С. В якості об’єктів дослідження були 
вибрані пірогенні кремнеземи (аеросили) марки МТХС1, МТХС2, 
ДМДХСЗ, ДМДХС4 виробництва дослідно -  експериментального 
заводу ІХП НАНУ. Вільна питома поверхня зразків становила 254, 
220, 187 та 129 м2/г відповідно. Зразки МТХС2 і ДМДХС4 в процесі 
синтезу були модифіковані вуглецем. Дослідження проводились 
методами ДТА і ТГ на дериватографі системи Паулік -  Паулік -  
Ердей, швидкість нагрівання становила 10°С/хв.

Аналіз отриманих результатів показав, що одночасно із 
зменшенням маси зразків внаслідок видалення сорбованих форм води 
(рис. 1 (а -г ) ,  крива 1), на ДТ -кривих спостерігаються екзотермічні 
ефекти (рис. 1 (а - г), крива 2), які для всіх досліджуваних матеріалів
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лежать в інтервалі температур 45-200°С, 2 1 0 -  320°С та 400 -  800°С, 
причому значення температур, при якому ефект є максимальним, в 
межах похибки експерименту співпадають (табл. 1).
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Рис. 1. Втрати в м асі при прожарюванні (крива — 1) та криві ДТА (крива -  2) для 
зразків МТХС1 (а), МТХС2 (б), ДМ ДХСЗ (в) і ДМ ДХС4 (г).

Враховуючи результати ІЧ-спектроскопічних та адсорбційних 
досліджень [7] і твердження про існування двох різних за енергіями 
зв’язку форм координаційно-зв’язаних молекул води [8], можна 
зробити висновок про те, що температурні інтервали 210-320°С  та 
400 -  800°С пов’язані з дегідратацією вище вказаних форм води. Слід 
зазначити, що фізично сорбована вода видаляється при прожарюванні 
до 125°С. В роботі [7] методом малокутового рентгенівського 
розсіювання показано, що процес дегідратації пірогенного діоксиду 
кремнію супроводжується зменшенням розмірів частинок аеросилу за 
рахунок видалення з поверхні певної кількості сильно зв’язаної води. 
Тому виділення теплової енергії (екзотермічні ефекти на 
рис. 1, крива - 2) можна пов’язати із збільшенням густини частинок у
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вказаних вище температурних інтервалах внаслідок релаксації 
структури 8 і0 2.
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Таблиця 1.
Температурні значення максимуму екзотермічного ефекту

Зразок МТХС1 МТХС2 ДМДХСЗ ДМДХС4
пік А, °С 1 1 2 116 108 1 1 2

пік Б, °С 292 294 293 300
пік В, °С 736 720 728 700

середня похибка експерименту становить 2,64 %

В табл. 2 подано кількісні характеристики процесу видалення 
води в різних температурних інтервалах прожарювання. З отриманих 
результатів слідує, що кількість фізично сорбованої і структурно 
зв’язаної на поверхні кремнезему води залежить від умов отримання 
матеріалів. Для обидвох типів зразків спостерігається антибатна 
(обернено пропорційна) залежність фізично сорбованої води від 
питомої поверхні у випадку прожарювання до 125°С. Хоча зразки 
марки МТХС володіють більшою питомою поверхнею і повинні бути, 
як очікувалося, менш гідратованими за зразки марки ДМДХС, вміст 
сорбованої води в 3 і відповідно 3,8 рази перевищує дані значення для 
зразків, отриманих із диметилдихлорсилану. В інтервалі 
прожарювання 125 -  910°С згадувана залежність (на відміну від 
зразків МТХС1 і МТХС2) для зразків марки ДМДХС не виконується. 
Крім того, для цих зразків вище 550°С спостерігається незначне 
(-0 ,1 4  та 0,06 % відповідно) зростання в масі (рис. 1 (в, г), крива 1). 
Даний ефект методом ДТА нам пояснити не вдалося; для пояснення 
цього результату можна використати ГЧ-спектроскопію або метод 
малокутового рентгенівського розсіювання.

Слід зауважити, що для всіх досліджуваних матеріалів на ТГ- 
кривих (рис. 1) на початковій стадії прожарювання (20 -  40°С) 
спостерігається збільшення маси зразків (~ 0,5 %), що пов’язано з 
процесами сорбції поверхнею кремнезему водяної пари в нагрівальній 
печі. Для усунення цього ефекту зразки перед прожарюванням 
потрібно деякий час витримати на повітрі.

Відомо, що відтворення гідратного покриву пірогенного 
кремнезему можливе тільки в зразках, дегідратованих при 
температурі не вище 400°С [8]. Тому, щоб з’ясувати вплив 
прожарювання на процес регідратації пірогенного кремнезему, ми 
провели повторний ТГА вже прожарених і витриманих на протязі 
24 год в атмосфері повітря зразків. Відсутнє на ТГ-кривих зменшення
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Таблиця 2.
Втрати в масі при прожарюванні

Температурний
інтервал

прожарювання
МТХС1 МТХС2 дмдхсз ДМДХС4

2 0 -1 2 5  °С, % 1,29 2,14 0,43 0,56
125 -  9І0°С, % 0,59 1 , 1 2 0,43 0,44

маси зразків дає можливість стверджувати, що сорбція води 
пірогенним кремнеземом, прожареним до високої температури, на 
протязі вказаного часу не спостерігається.

The peculiarities o ffu m e d  silica hydrational coat with different fre e  specific 
area are investigated by the methods o f  differential thermal analysis (DTA) and  
thermogravimetry (TG). Is shown that the temperature intervals connected with 
dehydration o f  third different fo r  the binding energy fo rm  o f  water molecule exist fo r  all 
samples. Is established that amount o f  sorpted on the fu m ed  silica surface water 
depends on technological conditions its obtaining.
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РОЗРАХУНОК СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНОГО ТЕПЛОВОГО 
ЗМ ІЩ ЕННЯ А ТОМ ІВ ФЕРИТ-ГРАНАТОВИХ ПЛІВОК ЗА 
ДАНИМИ РЕНТГЕНОДИФ РАКЦІЙНИХ ДОСЛІДЖ ЕНЬ

За даними рентгенодифракційних досліджень Ві-заміщених ферит- 
гранатових плівок із врахуванням розподілу інтенсивності рентгенівського 
випромінювання внаслідок теплового руху атомів, розраховано фактор Дебая- 
Валера середньоквадратичне теплове зміщення атомів, власну частоту коливань 
атомів і здійснено теоретичне обґрунтування експериментальних результатів.

При дослідженні плівкових ферит-гранатів, які широко 
використовуються в сучасних мікроелектронних пристроях і 
різноманітних магнітооптичних системах [1-3], важливе місце має 
визначення їх магнітних і структурних властивостей для подальшого 
керування ними з метою покращення характеристик працюючих 
об’єктів та виявлення нових сфер і можливостей майбутнього 
практичного застосування.

Основні методи вивчення структурних властивостей ферит- 
гранатових плівок грунтуються на використанні ефекту Месбауера та 
дифракції рентгенівських променів. При аналізі результатів 
рентгенодифрактометричних досліджень важливим є врахування 
фактору Дебая-Валера, за яким можна судити про структурну 
досконалість досліджуваних об’єктів, а також про 
середньоквадратичне теплове зміщення атомів. В літературних 
джерелах, наприклад [4], висвітлено методики визначення фактору 
Дебая-Валера та середньоквадратичного теплового зміщення атомів 
для твердих розчинів і зовсім не відображено розрахунків для 
монокристалічних ферит-гранатових плівок.

Метою даної роботи є розрахунок середньоквадратичного 
зміщення атомів у монокристалічних епітаксійних ферит-гранатових 
плівках, головна ідея якого полягає в тому, що тепловий рух атомів не 
розширює дифракційну лінію, а тільки зменшує її інтенсивність, 
причому початкова інтенсивність перерозподіляється між самою 
лінією та її бічними “напливами” [5].

Об’єктами дослідження були монокристалічні плівки 
номінального складу (¥8 тСаВЇ)}(РеСеБі)іОп, вирощені на площині 
{111} підкладки ГГГ (С ^Є а^О п ) методом рідкофазної епітаксії. 
Товщина плівки, стала ґратки плівки і підкладки за даними
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ренттенодифрактометрії такі: й = 0,49 мкм, арі= 12,349А,
0 ^ =  12,382А.

Розрахунок середньоквадратичного теплового зміщення атомів 
здійснювався за кривими дифракційного відбивання, отриманими 
методом со-сканування на двокристальному рентгенівському 
дифрактометрі ДРОН-2.0. Експериментальні зйомки проводилися для 
двох порядків рефлексів (444) і (888), виміряних в однакових 
геометріях (п, -п). Згідно [5], фактор Дебая-Валера е'2М для кубічної 
гратки задається рівнянням:

І  = /0 ехр(-2М ) = /0 е х р ( - іб 2 (й 2) ) , (1)

де (и 2  ̂ - середньоквадратичне теплове зміщення; () - довжина
4тг

дифракційного вектора, 2  = — віпв; Я -  довжина хвилі; в  -
А,

брегівський кут; /0 -  інтенсивність відбитих променів, обчислених без 
врахування впливу теплових коливань [6]; І  -  істинна інтенсивність.

В нашому випадку за /  взято інтегральну інтенсивність 
гаусіани, якою апроксимувались експериментальні криві (рис. 1).

А /с. і. Криві дифракційного відбивання (рефлекси (444) і (888)). експеримент. -  1, 
апроксимовані гаусіанами -  2: а) і в) -  плівка; б) і г) -  підкладка.
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При гармонічному наближенні фактор послаблення амплітуди 
краще всього обчислювати, враховуючи, що розподіл ймовірності 
теплового зміщення й , а з врахуванням хвильового вектора скалярний 
добуток Ой [5], підпорядковується гаусівському розподілу:

(2)ч 1 ( є * ) 1 )

Щ е п ) ')  
* ’

З іншої сторони, для кубічного кристалу 

/  = / 0ехр (3)

де а> -  власна частота коливань атомів, т -  маса атомів, Т -  
температура зйомки.

Розраховані експериментальні дані подані в таблиці 1.

Таблиця 1.

Порядок
рефлексу

Досліджуй.
об’єкт е 2М sin 0Б оахІО14, с'1

(«2) х 10‘17,

см2

(444) Плівка 0,84 0,4321 0,3 0,30
Підкладка 0,90 0,4309 0,3 0,31

(8 8 8 )
Плівка 0,94 0,8643 0 , 8 0,04

Підкладка 0,94 0,8619 0 , 8 0,04

Амплітуда й  теплових коливань атомів залежить від 
температури, сорту атомів, напряму в кристалі [7]. Розташування 
атомів кристалу ГГГ в залежності від напрямку подано на рис.2, 
виконаному за допомогою програми “ Р о \у єгсє Н ” , яка за введеними 
координатами атомів гратки дає можливість наочно бачити структуру 
в заданому напрямі.

Знаючи максимальну частоту власних коливань атомів (аш , 
можна обчислити температуру Дебая:

Взявши за <»іші=<»(8«8) = 0.8х10і4с отримано Єо =600.К, що 

знаходиться в межах похибки і узгоджується з експериментальними
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даними [8], в яких для заміщених ферит-гранатів температура Дебая 
становила 585±25А".

© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

Рис, 2. Вигляд кристалічної структури Г ГГ  (маленькі кульки — галій, 
середні -  гадоліній, великі -  кисень): а) площина (111); б) під кутом 

05(444) = 25,530° ;  в) під кутом в с (888) = 59,538°.

Висновки, Враховуючи, що початкова інтенсивність /0 

рентгенівського випромінювання перерозподіляється між самою 
лінією та бічними напливами”, за /0 було вибрано площу під
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експериментальною кривою від рефлексів (444) і (888), а за /  -  площу 
під гаусіаною, якою була апроксимована експериментальна крива.

За співвідношенням — було знайдено фактор Дебая-Валера є"
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/о
2М середньоквадратичне теплове зміщення (и 2  ̂ та частоту власних

коливань атомів со.
Взявши й)(Ш) за максимальне, розраховано температуру Дебая,

що дає задовільні результати в порівнянні із месбауерівськими 
дослідженнями.

Знання власної частоти коливань атомів со можна використати 
для розрахунків режимів термічного і лазерного відпалів, а також при 
розв’язанні інших прикладних задач фізики твердого тіла.

D ebye-Valler's factor, the root thermal displacement square and own 
oscillation frequency o f  atoms have been calculated on the basis o f  X-ray diffractional 
investigations. The theoretical substantiation o f  experimental results has been made.
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КА ТОДОЛЮ М ІНІСЦЕНЦІЯ ПЛІВОК ІУ^О

В статті проаналізовано спектральний склад катодолюмінісценції (КЛ) 
плівок М%0. Спостерігається декілька смуг К Л  в діапазоні довжин хвиль 350- 
550 нм, серед яких мож на виділити смуги з  максимумами при 400 нм, 440 нм, 
520 нм. Смуги КЛ, що спостерігаються, пов’язані з  Ґ - ,  Р- і К*-центрами. 
Електронне опромінення призводить до перерозподілу в інтенсивності смуг КЛ.

Відомо, що порушення стехіометрії кристалу MgO  призводить 
до зміни спектру катодолюмінісценції (КЛ) [1]. Тому, аналізуючи 
спектральний склад КЛ плівок MgO і порівнюючи його зі спектрами 
монокристалів, можна оцінити наявність об’ємних дефектів і 
стехіометрію складу. Зміни спектрального складу КЛ в процесі 
електронного опромінення дозволяє спостерігати перетворення 
дефектів.

Спектри КЛ плівок і монокристалів MgO досліджували на 
стандартній установці при збудженні електронним пучком з енергією
6 кеВ і густиною струму 6 А/м2 у вакуумі 1,3-Ю'4 Па. Спектральний 
склад аналізувався за допомогою спектрофометра СФ-4 в діапазоні 
довжин хвиль 300-750 нм. З метою порівняльного аналізу, паралельно 
досліджувався спектральний склад КЛ монокристалів MgO. На рис. 1 
представлені спектри КЛ монокристалу MgO. Спектр КЛ 
монокристалу являє собою дві смуги з максимумами при 440 і 740 нм.

© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

Рис. 1. Спектр катодолюмінісценції монокристалів М%0

Плівки MgO наносились ВЧ іонно-плазменним розпиленням, 
аерозольним методом і окисленням металічного магнію на повітрі [2]. 
Для плівок М £0, отриманих ВЧ іонно-плазменним розпиленням в 
середовищі аргону, спостерігається декілька смуг КЛ в діапазоні
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довжин хвиль 350-550 нм (рис. 2), серед яких можна виділити смуги і 
максимумами при 400 нм, 440 нм, 520 нм, а також спостерігається 
максимум в довгохвильовій області.

СХ  Вашкевич, Р.І. Мерена, О.П. Поплавський Катодолюміиіснеиціщ шинок Мц( І

Рис. 2. Спектр катодолюмінісценції плівок MgO, отриманих В Ч  іонно- 
плазменним розпиленням

Для плівок, отриманих розпиленням в атмосфері аргону з 
киснем, спостерігається зменшення інтенсивності КЛ в діапазоні 
довжин хвиль 350-550 нм. Цей же ефект спостерігається при відпалі 
плівок MgO  в атмосфері кисню при температурі 520 К. Електронне 
опромінення в режимі вимірювання на протязі п’яти хвилин 
призводить до збільшення інтенсивності піку 400 нм, інші піки майже 
не змінюються.

Для плівок MgO, отриманих аерозольним методом, 
спостерігається серія широких смуг з максимумами в області довжин 
хвиль 400 нм, 625 нм і в довгохвильовій області вище 700 нм (рис. З, 
кр. І). Електронне опромінення в режимі вимірювання (Е — 6 кВ, 
у = 5 А/м2) на протязі 5 хвилин призводить до зміни спектру КЛ 
(рис. З, кр. II).

З’являються чіткі смуги КЛ з максимумами при 400 нм, 480 нм, 
а також збільшується інтенсивність смуги з максимумом при 625 нм. 
Максимум КЛ при 625 нм, обумовлений наявністю водню у вигляді 
ОН, як це спостерігалось для плівок 5(0 ; [3].
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Рис. 3. Спектр катодолюмінісценції плівок М%0, отриманих аерозольним  
методом: І  -  до опромін ення, 2 — після опромінення

На спектрі КЛ плівок М §0, отриманих окисленням металічного 
магнію на повітрі, спостерігається широка смуга КЛ з максимумом 
при 360 нм, а також смуги 460, 620 і вище 700 нм (рис. 4). Після 
електронного опромінення на протязі п’яти хвилин інтенсивність 
смуги 360 нм зменшується, а смуги 460 нм -  збільшується, крім цих 
смуг з’являється смуга КЛ з максимумом при 625 нм.

Рис. 4. Спектр катодолюмінісценції плівок М%0, отриманих окисленням  
металічного магнію  на повітрі

Смуга КЛ з максимумом 440 нм обумовлена ^-центрам и [5], а 
смуга з максимумом при 740-760 нм пов’язана з випромінювальними 
переходами в домішкових іонах заліза [6]. Порівнюючи смуги КЛ зі
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с п е к т р а м и  ф о т о л ю м ін іс ц е н ц ії  м о н о к р и с т а л ів  з F -п о д іб н и м и  ц е н т р а м и  

за б а р в л е н н я , м о ж н а  зр о б и т и  в и с н о в о к , щ о  см у ги  КЛ, щ о  

с п о с т е р іг а ю т ь с я  в  д іа п а з о н і д о в ж и н  х в и л ь  350-550 н м , п о в ’я з а н і з  F +-, 

F -  і F j  -ц е н т р а м и , с м у ги  ф о т о л ю м ін іс ц е н ц ії я к и х  с п о с т е р іг а ю т ь с я  

в ід п о в ід н о  п р и  390 н м , 520 н м  і 475 н м  [7].
Е л е к т р о н н е  о п р о м ін е н н я  н а  п р о т я з і п ’я т и  х в и л и н  і б іл ь ш е  

п р и зв о д и т ь  в  о с н о в н о м у  д о  п е р е р о з п о д іл у  в  ін т е н с и в н о с т і с м у г  КЛ.
Термообробка плівок MgO в кисні при 520 К на протязі однієї 

години призводить до зменшення піків КЛ в діапазоні довжин хвиль 
350-550 нм, а довгохвильові майже не змінюються. Отже, при такій 
термообробці зменшується кількість аніонних вакансій. А це означає, 
що смуги КЛ в діапазоні 350-550 нм обумовлені F-центрами.

In article the spectral distribution o f  a cathodeluminescence (CL) o ffilm s MgO  
is parsed. Some strips CL in a wave band 350-550 nm are watched, among which one it 
is possible to bleed strips with maximums at 400 nm, 440 nm, 520 nm. The strips CL, 
which one are watched, bound with F * -, F -  and F j  -centres. The electronic irradiation 

gives in reallocating in intensity o f  strips CL.
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А.В. Копаев

ИССЛЕДОВАНИЯ РАСПАДА МАРГАНЕЦ-ЦИНКОВЫ Х 
ФЕРРИТОВ П РИ ОКИСЛЕНИИ

Исследован процесс перехода марганец-цинкового феррита в равновесное 
состояние при высокой температуре на воздухе. Показано, что перед 
выпадением второй фазы оксида ж елеза феррит проходит через фазу 
спинодалъного распада. Этот факт, очевидно, свидетельствует о том, что в 
исходном состоянии в объеме образцов существуют флуктуации химического  
состава. Такие неоднородности могут являться причиной ухудшения магнитных 
свойств ферритов.

Марганец-цинковые ферриты используются в качестве 
функциональных элементов в магнитных приборах, таких как 
высокочастотные преобразователи магнитных потоков высокой 
интенсивности. Основными показателями у них являются потери на 
перемагничивание в сильных переменных магнитных полях и 
магнитная проницаемость. Для того, чтобы контролировать 
технологический процесс необходимо знать возможные причины 
высоких потерь.

Наряду с примесями в сырье возможны и другие причины 
ухудшения магнитных параметров. В частности, было замечено, что 
малые превышения кислорода в атмосфере синтеза и, главное, 
охлаждения приводят к резкому увеличению величины потерь. При 
этом вторая фаза не наблюдается, и только рентгеноспектральный 
анализ показывает возрастание валентности марганца [1-2]. Мы 
допустили, что марганец в сильно окисленном состоянии приводит к 
росту эффективной анизотропии.

Как известно, анизотропийный член в формуле подвижности 
доменных стенок включает в себя и микронапряжения, 
присутствующие в теле магнетика. Отчасти эти напряжения 
возникают за счет эффекта Яна-Теллера [3]. Однако возможен и 
другой источник микронапряжений -  флуктуации химического 
состава, которые также способны отрицательно повлиять на 
подвижность доменных стенок. Речь идет о концентрационных 
неоднородностях за счет существования феррита в метастабильном 
состоянии.

Для образования марганцевого феррита с высокими 
магнитными свойствами в керамической технологии применяют 
охлаждение в среде с низким содержанием кислорода. Это вызвано, в
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первую очередь, тем, что при низких температурах и атмосферном 
давлении кислорода ионы марганца в оксидных соединениях 
предпочитают находиться в состоянии с высокой степенью 
окисленности, главным образом М п*  [4]. Магнитные свойства такого 
материала весьма низкие -  высокие потери на перемагничивание и 
низкая проницаемость. Материал, в котором марганец находится в 
состоянии низкой окисленности Мп2*, напротив, отличается 
наивысшими изо всех ферритов магнитными свойствами [5].

Таким образом синтезированные ферриты на основе марганца 
при эксплуатации в рабочем режиме находятся в метастабильном 
состоянии. Рентгеноструктурный анализ показывает, что феррит 
является однофазным материалом. С точки зрения термодинамики 
метастабильное состояние характеризуется избыточной свободной 
энергией ДО, и поэтому оно скорее всего находится в спинодальной 
области [6]. В этом случае малые флуктуации, если они существуют, 
не способны перевести материал в равновесное состояние. Для этого 
необходимо вызвать потоки восходящей диффузии. С этой целью был 
поставлен настоящий эксперимент.

Марганец-цинковый феррит, состоящий из одной фазы 
шпинели, выдерживался на воздухе при температуре 1000 °С. При 
этом происходило окисление марганца, которое контролировали по 
прибавлению веса на дериватографе. Процесс окисления 
замораживали закалкой в ледяной ванне через различные промежутки 
времени. На полученных образцах определяли микроструктуру на 
оптическом микроскопе на срезах, выполненных на различной 
глубине. Химический состав образцов с областями выделившейся 
новой фазы определяли микрорентгеноспектральным методом.

Согласно анализа полученных данных, картину окисления 
можно представить следующим образом. На поверхности феррита, 
которая находилась в контакте с кислородом воздуха, образуются 
ионы марганца с высокой степенью окисления (в основном Мп ) в 
соответствии с теорией Вагнера. В результате обогащения 
диффузионной зоны ионами марганца возникают потоки восходящей 
диффузии. Ионы марганца с низкой степенью окисления Мп + 
занимают в кристаллической решетке феррита в основном 
тетраэдрические позиции. Перемещаясь в диффузионную зону, они 
обмениваются местами с тетраэдрическими ионами железа и цинка. 
Диффузия протекает по обычному механизму катионного обмена. 
Таким образом возникает два диффузионного потока -  ионов 
марганца в зону окисления и обратный поток ионов железа и цинка.
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Указанная восходящая диффузия приводит к росту градиента 
концентраций всех атомов. В местах флуктуаций химического состава 
велика вероятность, что она будет провоцировать рост вариаций 
состава. В итоге возникает самопроизвольное расслоение вещества на 
области с избытком и с недостатком марганца, иными словами -  
спинодальный распад. Об этом свидетельствует тот факт, что область, 
захваченная распадом во много раз превышает область окисления. 
Такие выводы позволяет сделать анализ выделений новой фазы а -  
РегОз, которая легко регистрируется с помощью рентгеновского 
дифрактометра.

Дело в том, что, как показали исследования процесса 
спинодального распада, вслед за ним часто происходит бинодальный 
распад с выделением второй фазы [7]. В данном случае выделение 
новой фазы обусловлено прересыщением областей марганцем. 
Микроанализ показал, что вблизи фазы а-Ре20 3  концентрация 
марганца повышенная, а цинка пониженная. Наличие а-Ре20 3 легко 
регистрируется рентгеновским дифрактометром. Глубина залегания 
этой фазы не менее 100 микрометров, тогда как глубина окисленного 
слоя не превышает двух микрометров [8]. Это указывает на то, что 
процесс протекает самопроизвольно. Скорость образования новой 
фазы оказалась таковой, что ее нельзя было зарегистрировать. По 
крайней мере распад длился менее пяти минут, тогда как скорость 
окисления составила 2 микрометра за 1 час. Кроме того, форма 
кристаллов новой фазы дендритная, неравновесная, что указывает на 
высокую скорость её выпадения. Все эти факты указывают на 
протекание спинодального распада, они не характерны для распада по 
механизму зародышеобразования.

Дополнительно мы провели оценку теоретической возможности 
протекания спинодального распада в оксидных системах.

Рассмотрим кинетику спинодального распада твердого раствора 
ионов Мп"+ и Ре3* в кислородной матрице. Обозначим

Смп ~  С  (рм п  +  С р , — 1 )
Принимаем С(г,1) за параметр порядка. Рассмотрим 

диффузионные потоки между областями с отклонениями в 
концентрации ионов. Запишем уравнения Фика для восходящей 
диффузии:

Уре = ~ В р е ЭС /Э  X, 

]мп ~  Е*мп д С /д  X.
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Скорость спинодального распада определяется величинами
диффузионных потоков ум„ и у>е. По Даркену, учитывая подвижность
ионов марганца и Мп и восходящий характер диффузии (знак «-»),

/ --- си дс
] ш ~  ш  д С  Эх'

Градиент концентраций Э С / д х  в процессе расслоения
увеличивается от нуля до максимума, то есть до химической 
спинодали, внутри спинодали отрицательна.

Химический потенциал /1М„ представим из двух составляющих -  
из химической со значком сИ и упругой е1. Очевидно, как только будет 
выполняться условие

Г Э < , Э С  Э <  

"■ Э С  Эх “  Эх ■
начнется процесс спонтанного зарождения новой фазы по всему 
объему в результате спинодального распада. Для твердого и хрупкого

материала -  феррита величина ^  мала и следовательно условие,

приведенное выше выполняется с высокой степенью вероятности.
В заключение отметим, что спинодальный распад в оксидных 

системах наблюдался и ранее. В частности, было показано, что, 
метастабильный вюстит разлагается при повышенной температуре на 
воздухе на соединения обогащенное и обедненное железом [6]. 
Согласно наблюдениям , распад протекает также как и в нашем 
случае, кумулятивно в протяженных областях и, по мнению авторов, 
является подтверждением существования в таком соединении 
флуктуаций химического состава. Другие авторы [9] посвятили 
исследованиям явлений нестехиометрии вюстита монографию.

Выводы

В данной работе смоделировано процесс завершения окисления 
феррита. Естественно, малое время охлаждения феррита в атмосфере 
с низкой концентрацией кислорода не приводят к распаду ни к 
спинодальному, ни тем более бинодальному. Однако заложенная 
неравновесность процесса синтеза феррита в промышленных 
условиях и неизбежные отклонения концентрации кислорода в
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а т м о с ф е р е  п р и  о х л а ж д е н и и  д о л ж н ы  п р и в о д и т ь , к а к  п о к а за л и  д а н н ы е  

и с с л е д о в а н и я  к  м и к р о к о л е б а н и я м  х и м и ч е с к о г о  с о с т а в а  в  о б ъ е м е . В  

п р о т и в н о м  с л у ч а е  п р о ц е с с  о к и с л е н и я  ф е р р и т а , о ч е в и д н о , д о л ж е н  б ы л  

б ы  п р о т е к а т ь  с о в е р ш е н н о  п о  д р у г о й  сх ем е .

The process o f  transition o f  manganese - zinc ferrite in an equilibrium state is 

explored a t a heat on air. Is shown, that before dropout o f  the second phase o f  an iron 

oxide the ferrite  transits through a phase spinodal o f  decay. This fact, apparently, 

testifies that in a reset state is in bulk model there are fluctuations o f  an elemental 

composition. Such inhomogeneities can be the parent o f  deterioration o f  magnetic 
properties o f  ferrites.
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БАГАТОТОЧКОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ БЕЗТИПНИХ СИСТЕМ
ДИФ ЕРЕНЦ ІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМ И 

ПОХІДНИМ И ЗІ ЗМ ІННИМ И КОЕФІЦІЄНТАМ И

Д ля безтипних систем диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами 
досліджено коректність задачі з багатоточковими умовами за виділеною 
змінною та умовами 2п-періодичності за всіма іншими координатами. 
Встановлено умови однозначноїрозв 'язності та доведено метричні теореми про 
оцінки знизу малих знаменників, як і виникають при побудові розв 'язків задач.

1. Вступ. Багатоточкові задачі для рівнянь із частинними 
похідними та диференціально-операторних рівнянь вивчались у 
різних аспектах багатьма авторами (див., наприклад, [1-7,18,19]). Для 
систем лінійних та нелінійних рівнянь першого порядку (за змінною 0 
такі задачі вивчались у роботах [8-12], а задачі з локальними 
багатоточковими умовами для систем лінійних рівнянь високого 
порядку зі сталими коефіцієнтами вивчались у працях [13-15]. У даній 
статті, яка є розвитком робіт [14,15], вперше досліджено коректність 
задач із багатоточковими умовами за виділеною змінною та умовами 
типу умов Діріхле за просторовими координатами для безтипних 
систем диференціальних рівнянь зі змінними за коефіцієнтами. Ці 
задачі є умовно коректними, а їх розв’язність пов’язана з проблемами 
малих знаменників, для вирішення яких використано метричний 
підхід.

Введемо позначення та функціональні простори, які 
використовуватимемо при дослідженні розглядуваних у роботі задач.

£> = {(/..*): / є  (0, Т), х  є  Є}, де в -  обмежена однозв’язна 
область із

С?+"(<5)- клас функцій у(х), що мають в області б  неперервні 
похідні до порядку q включно, причому похідні .7-го порядку 
задовольняють умову Гельдера з показником /і, 0  </и < 1.

Ач*1' -  клас замкнених областей б е й ' '  таких, що функції, які 
задають у локальних координатах рівняння їх межових поверхонь, 
належать класу С ^ .

Сг0 ) ~  банахів простір функцій ы(г,х), неперервних разом зі 
всіма похідними до порядку г включно в області Д

„  дік]и(1,х)



С{а'т)ф )  -  банахів простір функцій ^ і ,х ) ,  неперервних за 
змінною і та т разів неперервно диференційовних за змінними
х и .- ,х р,

„ „ V- ЗияО ,*)
ІІЙІс«^)(/5) = ь  та х . -  ■ ■ „ ,

Щ іт  (і.лг)єГ) ОХ \ . ..О Х р

І  -  лінійний самоспряжений еліптичний диференціальний вираз 
з дійснозначними достатньо гладкими коефіцієнтами, заданий 
формулою
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L " £ ^ hiÀXyk ) - q(x)' (1)
де Й,у(х) >/)0 > 0, і,у = 1, ф )  > 0 ;

Л = {/.*, к є  — множина власних значень задачі
О Д  =  - а д ,  Д а-)|,-с  =  0 ,  ( 2 )

які є дійсними і різними; за умов
С є Л 2°+\ Ь,{х) є С ^ - ]+'(С), и = 1 , . . . ,р ,  я(х) є С2- 2+ЧС), 

б-єМ, 0 < у <  1,
власні функції Д*(х),*єІЧ  задачі (2) належать простору С 2а(С) і 
утворюють повну ортонормовану систему в просторі Іг(С )\ при 
цьому справджуються такі асимптотичні оцінки [16,17]:

С(>к2Ір <, Я* < С \к2!р, 0 < С 0 <С|, *є М , (3)

шах
А-Є(?

д«Хк(х)
dxV ...ôxlp С2 =  С,(М), 1®| =  0, 1,..., 2<т. (4)

6 \ ОО ОС
<Р є Li(G) : <р(х) = S  <ркХ к(х), II(оII  ̂з  £  \<рк\ exp(J/t?) < оо , 6 . В > 0. 

*=1 "5 *=l J
t ( [ 0, Г],В,5(<Ї)) -  простір функцій w(t,x), визначених і

неперервних в області Д  які для кожного фіксованого t є  [0, Г]
належать простору sf(G ),

іХ/

a[o,n,«î<<5))s  exP(<>;-*).
де

w*(0 = J w(l,x)Xk(x)dx.

& Ф ) ,  C <°* '0), Bj(G), C([0, T], B l(G )) - відповідні простори
вектор-функцій.

2. Системи рівнянь другого порядку.
В області D розглянемо задачу

Лu(t,x) з  (е  2 — BLju(t,x) = f(t,x ). ^
u(t\,x)  =  tp\(x), u(t2 ,x) = <p2 (x), 0 < tt < t2 <,T, (6)
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u(t,x)\sg = о, (7)
де Е -  одинична матриця, В  = ||і»т-̂ ||?,̂ і -  невироджена матриця зі 
сталими комплексними елементами,

u(t,x) = сої(мі(/,де),м2(г,д:)), f( l ,x )  = co \(J \(t,x ),f2 (l,x)):
<Рі(х) = сої ((рц{х), <рРЛх)), ./ = 1,2.

Припустимо, що fj{t,x) є  С([0, T },L 2 (G)), <pjq{x) є  L 2 (G ),j,q = 1,2. 
Тоді справедливі розвиненняоо

М ‘,Х )  = <Pjq(x) = Е  <PkiqX k(x\ 7, 9 = 1,2, (8)
fc=l b=\

де
fk)(t) = j  f ( t ,x ) X k(x)dx, 7 = 1,2 , (9)

(10)<Ркі^) = |  (р„(х)Хк(х)ск, /, 9 = 1, 2. 
в

Розв’язок задачі (5)-(7) шукаємо у вигляді векторного ряду
ос

и(<,ї ) =  і и * ( № ( Д  ( ї ї )
А=1 4 7

в якому кожна 3 вектор-функцій «*(0= СОІ(и*і(0,Ии(Г», £єМ , буде 
розв’язком наступної двоточкової задачі для системи звичайних 
диференціальних рівнянь:

А Ш М 0  ■ + ЯЛ*)и*(0 = /*(0 , (12)
ик{1 \) = <рк\, иЛЬ) = (13)

де
<?*, =  со 1 (р # і,р д е ), 7 =  1 ,2 , /і-(0  =  с о 1 (/и (г),/и (0 )- 

Розв’язок задачі (12), (13) має вигляд
«*(/) = и'*(0 + у*(ґ), Л: є  141, (14)

де вектор-функції И>*(<) = сої (и>*1 (/), И'к(О), ^>(/) = СОІ (у*і (/), Уи(0 ) Є 
розв’язками, відповідно, таких задач:

ЛЙ[А*)М'*(0 = 0, «'(:(/!) = Ч>4, *‘к(Ь) = РК, (15)
Л Ш г * М = т  у*(/,) = 0, у*(/2) = 0. (16)

Нехай з  у]0 + г/)5>, у]” , у)2' є  К, ]  = 1 ,2 ,-  власні числа матриці
В, які є відмінними від нуля і зображаються формулами

У\ = Ь\\ + І>22 + ІФ п -Ь т 2 )г +4ЬпЬ2\ , 
у2 = + 6 :2- ті(Ьц - б г і )2+4^12^21.

Припустимо, що уі *  7г• Тоді фундаментальна система розв’язків 
рівняння /У(А*)и’*(<) = 0 визначається формулами

>’і ( 0  =
g(yі)ехр(/і,0 g(y2)exp(^20 

ехр(/і,Г) схр(//2г)

153



!> Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

уЛ ‘) =
£ '(/і) ехр(-/г 10  ь<у2) ехр(-//20 

ехр(-//,<) ехр(-и 2Ґ)

(18)

(19)

де
1£(У) — (У -  Ьіг +  Ь\2~)/(у -  Ь\\ + Ь21),

-М і 55 -іиМ к), 7 = 1 ,2 ,-  корені характеристичного рівняння
____  <іеіР/<2+ВЛ*|| = 0,

/*у(Я*) = і Д Щ ( с о $ ^ / 2 )  + і&іп(в^ґ2 )), ^̂ / = argз» ,̂ у = 1, 2 . (27)
Для кожного Я* є  Л компоненти розв’язку задачі (15) зображаються 
формулами

2

(0 = Е (С ^ У у )  Є\р(МуО + с к2^ ( у , )  ехр(-/2/ ) ) ,
>1
2

™п{І) = И ( Су ехр(//у/) +  СЛ:+, ехр(-//у?)), 

де коефіцієнти Скт, т = 1 ,2,3,4, визначаються зі системи рівнянь

Х(С*у«(й)ехр(//>/ ,)  + е х р (- /// ,) )  =(о*?ь 9 = 1, 2,

! 2
:Х (С у е х р (^ / ,)  + С*2у е х р ( - ^ /?)) = ч = 1, 2.

Визначник системи (19) обчислюється за формулою

Л(л*) =  ( ^ У і) - £ ( } '2))2 Ґ1(ЄХр(-//>(/2 — «1)) - е х р ( /^ (ь - / , ) ) ) . '
./=1

Враховуючи формули для у \,у г, .?(>') маємо, що ^ у \ ) - ^ у 2) *■ 0.
Теорема 1. Для єдиності р о зв ’язку задачі (5)-(7) у  просторі 

С 2 (0 ) необхідно та достатньо, щоб виконувались умови
(Ул* є  Л V/ є  г )  л ( /2- / і ) 2Я * ^ я 2/2, У =1,2 . (20)

Доведення Необхідність. Якщо для деяких Я* = Я4„ є  Л і / = 
= 10 є  X  не виконується хоча б одна з умов (20), то Д(Я*„) = 0 та 
існують нетривіальні розв’язки «■*„(/) однорідної задачі, що відповідає 
задачі (15) при /.* =  /.*„, які зображаються формулами (18), де С*0„„ 
т = 1 ,2 ,3 ,4 ,-  розв’язок при Я* = Я*„ системи однорідних рівнянь, яка 
відповідає системі (19). Тоді відповідна до (5)-(7) однорідна задача 
має нетривіальні розв’язки вигляду н(Г,х) = и*„(Г)А'^„(х), а розв’язок 
неоднорідної задачі (5)-(7), якщо він існує, не буде єдиним.

Достатність. Припустимо, що існують два різні розв’язки
и,(А,х) і И2(/,де) задачі (5)-(7) із простору С'2(б). Тоді вектор-функція 
й(?,х) = (иі(/,де) - « : ( / , де)) є  С2 (б )  є розв’язком однорідної задачі, яка 
відповідає задачі (5)-(7) і розвивається в ряд вигляду (11) за системою 
функцій {Л*(.ї)};при цьому векторний ряд для Nй(t,x) співпадає із
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рядом, одержаним шляхом формального застосування оператора Л' до 
ряду для вектор-функції £1(1, х). Із рівностей Парсеваля для компонент 
вектор-функцій Лгії(/,л), м(/і,дс),і7(/2,дг) випливає, що кожний з 
коефіцієнтів Фур’є £*(/) вектор-функції й(і,х) є розв’язком однорідної 
задачі, яка відповідає задачі (15). Якщо виконуються умови (20), то 
для всіх к є  N «*(/) = 0. Тоді з рівностей Парсеваля для компонент 
вектор-функції н(ґ,де) та з їх неперервності випливає, що йЦ, де) = 0 , 
тобто йі(/,дс) ® й2 ((,х).

Наслідок 1. Я кщо у]2) *  0, у = 1,2, то для довільних чисел Ь 
задача (5)-(7) не може мати двох різних розв 'язків із С2 (б).

Наслідок 2. При у]2) = 0, ]  = 1,2, для єдиності р о зв ’язку задачі 
(5)-(7) у  просторі С2 ф )  достатньо, щоб числа у ^ \ ь  - / і ) 2Л*/я2, 
у = 1,2. не були натуральними.

Припустимо, що справджуються умови (20). Тоді для кожного 
Я* є  Л система рівнянь (19) має єдиний розв’язок, а отже, існує 
єдиний розв’язок задачі (15); крім того, існує єдина матриця Ґріна 
Gi.it, т) однорідної задачі, яка відповідає задачі (16). Для кожного 
Я* є  Л компоненти ™*і(Г) та н>*з(0 розв’язку задачі (15) мають вигляд 

и’и М ^ ^ О ’і) - , ^ ) )“1 X 
Х(( гО* 1 )Ф (^ ь  Л * 2УФ(,и 1, 11, Ь) -  я 0 ’2)ф (^2, и <г)/Ф(^2, <1, ь))<рц 1 + 
+^>’і )*КУ2)(Ф(/* 1, І, /2)/Ф (^1, / і ,? 2) + Ф(/^2, ?, «2)/Ф (^2, * 1, *і))?>Ш +
+(^І[5’і)'І'(іиі,<.^і)/Ф (^Ь^.<2)+5()'2)'І,(/І2,/,/і)/Ф(АІ2,ІЬ<2))<(|іЄ1 +
■+#(71 )я(У2>СР(я і > і, / і , /г) + ̂ (/<2, А /і )/Ф (^2, 1 1, Іі))<рш), (21)

*■«(*) = (^ (/'і) - ^ ) ) “1 х
Х((Ф(// І, /, /2)/Ф (//1,/1, їз) — Ф(іМ2,  ̂/2)/Ф(/^2, / 1, Г2)І9>*і 1 +

+(^У 2)Ф (А і,Л^)/Ф (/иі,?І,<2)+^(5’і)Ф(^2,<,І2)/Ф(^2,ЇІ,/2))?’*І2 +
+С¥(/і  і , /, f і УФ(/И 1, /1, Гг) + 'Ї'О* 2, /і )/Ф(А« 2, * 1, ?2))«’И1 + 

-К&ЧУ2)ЧЧ^ 1, г, * І )/Ф(/* І > *1 > *2)+£(}’! УЇЧ/г 2, Мі )/Ф(/*2, / | , *2»р*22), (22) 
а розв’язок задачі (16) зображається формулою

^*(0 = І  С*(/, т)/* (т)Л , (23)



sgn(f-T )
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■gb'iyyiMuT^-gfyzWifii, t, t) ^ м М у і^ іц г ,  г, t) -¥(/*,, г,t))
,,r ,t) -4 > (fi2 , t , t )  g i y i m ^ , г ,о  - і , г,о

(2 5 )

ДА») -  І М А*)ІІ?>і =
«(уі)Л(Я*)-я(у2)5(л*) Ж>'і)й(У2)(5'(л*)-Л(Я*))

Л(Я*) -  5(Я*) *(у і)ЖЯ*) -мЦугЩЫ
н а к) = ііА#(я*)ііг^ =

^ о а д - « ( ) - 2)Р(я*) я (-/,ж ?’2) ( д я * ) - щ * ) )
«Я») -  Р(Я*) g(y, )Р(лк) -  g(y2)E(Ak)

(26)

(27)

/г(Я*) = Ф (//2, / 1,<2)(Ф(/П,Т + / ь /  + /2) - Ф ( / / ь Г + '2,/+ < 1)),
1?(Я*) = Ф (/21)Г |./2) ( Л ^ 2,Т + /2, / + ? і ) - Ф ( ^ 2,Т + Г |,/ + /2)),
Е(Яі) =  Ф (//2,<І,/2)(Ф (/<І,Т+?ьг+Г2)+ Ф (А ьТ  + ?2,<+<і) +

+2Ф( /д,/і +^2,І+т)),
Р(Я4) =Ф( Г2 ) ( Ф( / І 2 , І  + <2, Г+/|) + Ф( //2,T + f|,f+ h) + 

+2Ф(/<2,<1 +?2,^+Г)), 
ч. 7) = <--хр(-/ф/ -  О) + ехр(ц(г) -  £)),

Ф ( / ' .  &  7 )  =  е х р ( - / / ( ^  -  О )  -  е х р (и (> / -  £ ) ) .
На підставі формул (11), (14) формальний розв’язок задачі (5)-(7) 
зображається рядом

по
«(*,*) = E(iv*(0 + vk(t))Xt (x), (28)

де wt(t) і v*(f), к є \ ,  визначаються, відповідно, формулами (21)- (23).
Ряд (28), взагалі, розбіжний, оскільки величини <t>(in,tuh),j = 

= 1, 2. які містяться в знаменниках виразів для функцій 
w t(0 . V*M, к є  ГЧІ, будучи відмінними від нуля, можуть ставати як 
завгодно малими за модулем для нескінченного числа Я* є  Л. Тому 
питання про існування розв’язку розглядуваної задачі пов’язане з 
проблемою малих знаменників.

Введемо позначення:

аі ~  Jl'Z/'l (h - t i ) ln ,  Pj = J\yj\(t2-t\)sin(0j/2), 7 = 1,2, /? = тах(у9і,Д2). 
Якщо У і * 0 ,7 = 1, 2, то для всіх Я* е Л справджуються нерівності 

|Ф(Л , /2)| £  Ш Ь  -  Л ) Д Г  е х р М  Д Г ), У = 1 ,2 . (29)
За умови, що у/ЄІЙ, /= 1 ,2 ,  на основі нерівності sin * > 2х/п, яка ви­
конується для всіх х є  (0,тг/2). одержуємо, що для довільного Я* є  Л 
справджуються оцінки
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|Ф(/*Л*І,<2)| = ^SinQlyj11! (<2 ~<і) ДГ)| =
'\У?\ (<2 -< і)  Д Г /я -о т (* ))я ) | > 

у'Я а т(к)
= 2 si]

> 4 ( i j k Vp 7 = 1,2, (30)А-!/? а^Ур

де т(£) є г  таке, що \a j j lk  -т (к)\ < 1/2. Із леми [18] та оцінок (3) 
випливає, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в К) чисел 
а„7 = 1,2, нерівності

]Лк т(к) 
k llp (ijkuP 

виконуються для всіх 
(Я*; от), Я* є  Л,от є  Z

-(/я-і +*у: 7 =  1 ,2 ,  0 < е <  1, ( з і )

(крім скінченного числа) пар

Теорема 2. Нехай Уч) * 0 ,^ = 1 ,2 . Якщо / є  С([0, Г ] ,5 г1,2((?)), 
<ру є  В І'-(О), і  = 1,2, <5 > ЗД ото для довільних чисел /„ є  [0,Г], <7 = 1,2, 
/снує розв'язок задачі (5)-(7) із простору £ 2 Ф ), який неперервно 
залежить від вектор-функцій <р і (х), <?ь(*) ота / 0 ,х).

Доведення. Із (26) і (27) випливає, що для довільного Я* є  Л 
справджуються нерівності

|г,,(Я*)| < с і ехр(2/?тДГ),
ІМЯ*-)| ^ С2 ехр(2/іДГ),

/ ,7 = 1, 2, с і ,с 2 > 0. (32)

На підставі формул (4), (21)-(29), (32) та елементарної нерівності
:£ Л(/г) ехр(&5), Д ,ц) > 0, (33)

яка при 0 < <5 < +оо справедлива для довільних р  > 0 і 0 > 0, отримуємо 
оцінку

2

ІИІе=(б)= Е  ІІ“уІІсчб) -/*■

5 II  £  сз|^*|Я*,4+І/2 ехр(3/?ДГ) + і ]  С4/*Я*/4 ехрСЗ/Д/Я*) <
ІЬ=! /=1

ОО 2 _____  00

<  Е  X  С 5 |^д| е х р ^ у ' Я * )  +  Е  С б / *  е х р ( < 5 , Д * )  <
Л?=1 /= 1 А*=1

й С’7^ £  + !І/ІІЄ«0,Л,ЙІ1(0))]’

де
/* = max \Щ .  ЛеМ,

с„7 = 3 ,4 ,5 ,6, 7 , -  додатні сталі, що не залежать від Я*. З останньої 
нерівності випливає твердження теореми.

Теорема 3. Нехай у'2' = 0, у^’ * 0 (або уі2> *  0, ’/ / '  = 0). Л)а^о 
% є  б £ { 0 ,  7 = 1, 2, / є  С( [0, Т}, В ^ - ( 0 ) ,  6 , > 3^2 (або % є  ^ ( 0 , 7  =
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= 1,2, / є  С( [0, П ,Ё £ ( С ) \  <52 > З/?,)А т о  для майже всіх (стосовно 
міри Лебега в чисел а\ і довільного фіксованого у і (або для майже 
всіх(стосовно міри Лебега в їй) чисел аг і довільного фіксованого у\) 
існує розв'язок задачі (5)-(7) із простору С 2 (3), який неперервно 
залежить від вектор-функцій <р\{х), <рг(х), /( /,х ).

Доведення. При у ^  = 0, у-.2’ Ф 0 для всіх А* є  Л виконуються 
нерівності

|2,7(/.*)|<Лі ехр(2/?2Д ' ) ,
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\hjj(/.k) і < h2 ехр(2Р г Д І ) ,
i , j=  1, 2, /гь й3 > 0 . (34)

На основі нерівностей (30), (31) отримуємо, що для майже всіх 
(стосовно міри Лебега в й ) чисел аі і для всіх (крім скінченного 
числа) А* є  Л справедлива оцінка

|Ф (/< і,/і,/2) |> М І </Ж!У\  0 < е < 1, йз > 0. (35)
На підставі формул (21)-(28) та нерівностей (4), (33), (34), (35), 
одержуємо, що для майже всіх чисел а , справджується нерівність

ІІиІІсі(б> — ^4| Е  Ш \в ^  + И / ~ I I 4̂ > о,

з якої випливає твердження теореми при Уі'' = 0, у'?' ф 0. У випадку, 
коли 7 |2' *  0, у {2 = 0, доведення теореми проводиться аналогічно.

Теорема 4. Нехай >', є  !№, у = 1,2. Якщо функції <р,(х), у =  1,2, і 
/(/.де) задовольняють умови

<Рі € С ^Н О ), ь т<р,(х)\ж = 0, у = 1 ,2 , ія = 0 ,1..... 2р, (36)
/ є  С'0- ^ ' 0 ), Ьп/(і,х)\ев  = 0, у = 1,2, т  =  0, 1, . . . ,2р, (37)

т о  для майже всіх (стосовно міри Лебега в їй,) чисел аІУ у = 1 ,2 , існує 
розв 'язок задачі (5)-(7) із простору С2 (3), який неперервно залежить 
від вектор-функцій <р\(х), ірііх), /( /,х ).

Доведення. Якщо функції (р,(х), у = 1 ,2 , і /( /,* )  задовольняють 
умови теореми, то на підставі формул (9), (10) одержуємо нерівності 

\(Рк)Ч\ <, М І А'*7р/4" ‘||рл ||с ^ г і6), / 9 = 1 , 2 ,  (38)
52^  ІАМІ ^  А/іА* *  і|/И сіо, ^ і(й), у = 1, 2 . (39)

Із формул (21Н28) на основі оцінок (3), (4), (30), (31), (38), (39)
отримуємо, що для майже всіх чисел а „ / =  1, 2, справедлива 
нерівність

ІМІСЗД * А / з [ і 1 / 1 + і ІМіе^«5>) Е  Г Н ін » ,

де А/3 -  додатна стала, що не залежать від Хк Зі збіжності ряду в пра­
вій частині отриманої нерівності випливає твердження теореми.
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3. Системи рівнянь високого порядку.
У цьому пункті результати п. 2 поширено на системи рівнянь 

довільного скінченного порядку.
3.1. Випадок простих коренів характеристичного рівняння.
В області D  розглянемо задачу

X  А р ^ ) 4 0 L 4 'u(t,x) = 0, q = (q0 , q i ) e  Z 2+,
<70+2?! V+V)

>i-l c)rù(ti х)
Mju(t,x) -  E  в ,  8t'r' = <p j (x ) ,  y = 1, n, 0 < / , < . . . < / „ < r ,  (41)

Lmu(t,x) 1«; = 0, m =  0 ,1..... [л/2] - 1 ,  (42)
де

u(t,x) = col (u i (/, x ) , «„(/, x)),
<Pi(x) = col ( ^ i  (x),..., <pm{x)\ y = 1,..., n,

Aq = ||a!, || , Br = ||hr || -  квадратні матриці зі сталими
комплексними елементами, det/l(„,o) * 0. Припустимо, що 

G e A 2̂ ,  Aÿ(jc)_e С2|"/2Н+"«5), і,у = 1,...,р, 9(х) є  
Нехай $»;(х) є  Li(G), у = 1,..., п. Тоді

х-
<PJi x ) = 1 / 9 k,Xk(x), <pkj= col (<pkji, ...,<рцт), j  = 1,...,и,

i=i
де

(Pkjq = J fPjqix'jXk^x'jdx, y 1,..., Я, 9 1,
G

Розв’язок задачі (40)-(42) шукаємо y вигляді векторного ряду 
(11). Тоді кожна з вектор-функцій «*(/) = сої (ми (/),.. .,и*„,(/)), /г є  ГЧ1, 
визначається відповідно як розв’язок такої багатоточкової задачі для 
системи звичайних диференціальних рівнянь:

2  А„(г кіУ ‘и,ІГ и )  = 0 , т
п-\

M jU k( t ) ^ Y j B r U ^ ( t ) )  =  ip k j, (4 4 )
/“-=0

Нехай для всіх А*єЛ корені fi, =//ДЯ*), у = 1,..., тп, 
характеристичного рівняння

det P(ju, At ) = det

П.Б. Василишин, Б.Й. Пташник, Л.П. Силюга. Багаготочкові задачі для безтипних систем ..

(45)Е А д( - / .к ) " рЇО+2«і!»
є простими і не рівними нулеві. Тоді для кожного Ц, rmgP(pj,/^k) = 
= т - 1, у =  1 ,...,т п, тобто хоча б один із мінорів ( т -  1) -го порядку 
визначника матриці Р(р„  А*) відмінний від нуля (вважатимемо, що це 
мінор одного із елементів рядка з номером / = / ( у )). Фундаментальна 
система розв’язків системи диференціальних рівнянь (43) має вигляд 

Га,- = й ,(/і,)єхр (//Д  у = тп, (46)
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де hi(fij)=  co\(hn(pj),...,hi„(fij)), a hir( p j ) , r = \ , . . . ,m ,-  мінори 
елементів рядка з номером / = /(у) визначника матриці Рі/4 /, А*); ці 
мінори обчислюються за формулами

M /f /)  =  £  r=  /47}
ЧГ|£іл/2](м-І)

= m £  det||a ^(®lff,(« Il Jhr. r  = 1..... (48)
É ff,(/SHv=o,i 

/8-І.
P"

де а "«(Д.*іи«> « =  1 , . елементи /?-го стовпця матриці Aq, q  = 
= (сто08),сгі(^)).

Для кожного А* є  Л розв’язок и*(0 задачі (43), (44) зображається 
формулою

тп

Uk(t) =  £  Ckqh,(iilt) exp(fiqt), (49)

де скалярні коефіцієнти С-ь, визначаються зі системи рівнянь
nui п- 1
£  £  Brfir4 hi(/J.4) е х р ( / і , ( / ) С = <Pç, у = 1.......п, (50)Р̂=! лї=0 4 7

визначник якої має вигляд
м-1 т

Д(А*) = det £  £  b ffx rqhic( p q) tx p ( ji4 tj) , (51)
r=0 I“1 v 7

7 = 1, ...,n ,q  = 1 , ...,m n ,d  = 1 
Теорема 5. Для єдиності р о зв ’язку задачі (40)-(42) у  просторі 

С "ф ) необхідно та достатньо, щоб виконувалась умова
(VA* є  А) Д(Л*) * 0. (52)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1. 
З ’ясуємо умови розв’язності задачі (40)-(42). Нехай має місце 

єдиність розв’язку розглядуваної задачі. Тоді для кожного Я* є  А 
коефіцієнти C to , q — \ ,...,тп, однозначно визначаються зі системи 
рівнянь (50), а розв’язок задачі (40)-(42) формально зображається у 
вигляді ряду

»  тп и т

u(t,X) — £  £  £  £  /і 7 ( /і )( р (А»)(Д(Л*)) 1 exp(p,jt)Xk(x),
*=і <^\ j=\ ch  і ( 5 3 )

де Д'аДлі) -  алгебричне доповнення у визначнику (51) елемента
и-1 т

£  £  b fn 'qhk (.pq)exp(Mqtj).

Зауважимо, що зі структури рівняння (45) випливають такі 
оцінки:

|/і/(А*)| < С Д Г , j  = 1..... тп, С >  0 . (54)
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Теорема 6. Нехай справджується умова (52) і нехай існують 
сталі с > 0 і О > 0 такі, що для всіх (крім скінченного числа) А* є  А 
виконується нерівність

|А(А*)| > А^ е х р (-Є Л 7  Т). (55)
Якщо Ц>] є  В'/2 (О), у = 1, 6  > (() + тпС)Т, де С -  стала з оцінок 
(54), то існує розв’язок задачі (40)-(42) з простору С "ф ), який 
неперервно залежить від функцій <р,(х), у =  1,..., п.

Доведення. Враховуючи, що
М і ' ) | £  А /К Л Г )1"721*"-0, г =  1 А/,  >0 , 

отримуємо наступні нерівності
|Д^(Я*)| < А/2( Д Г ) Іп/гі<̂ І)(”'"-,)ех р ((т л -  1 )С Д Г Г),

у = 1 ,..., л, */ =  1, ^ = 1, ...,тп, Мі  > 0 .
На підставі цих оцінок, формули (53) та нерівностей (4), (54), (55) 
одержуємо, що

х  п т

ІМІСчй) ^  а* Г  ех р ((Є + т и О %/АІГ),
>=1 =̂1 1̂ 0;

де (У = [п/2\(т -  \)тп + п+р/2 + £, Мз = М і(М \,М г,С ,т ,гі) > 0.
Скориставшись нерівністю (33) при 6  = 3 -  (<2 + тпОТ, із (56)
знайдемо, що П

ІМ І( > ( | 5) ^  М А £  І І ^ і І і і л ,  л и  =  ІІ4(Мі,со)  >  о ,
'  1 7=1 6

звідки випливає твердження теореми.
3.2.Випадок кратних коренів характеристичного рівняння.
Результати п. 3.1 узагальнено на випадок, коли відповідне 

характеристичне рівняння має кратні корені. Покажемо це на прикладі 
такої задачі:

»(*>*) = °> (*,*) є  А  (57)
м(/;,х) = <Рі (х), /, =  (у '-1)/о , у'= 1,...,6, /0 = 775, х є б ,  (58)

і “м(/,дг)Івс = 0, т = 0 ,1 ,2 , / є  [0, Т], (59)
де диференціальний вираз І ,  матриця В та її власні числа у/, у = 1,2, - 
ті ж самі, що і в задачі (5)47), "(*,*) = со1(иі(/,х),И2(<,х)), <р,(х) = 
= со1(% і(.ї),^(х)), у =  1......6.

Припустимо, що Фм(х) є  1 2(0 ), у = 1 , 6, ^ = 1.2. Тоді 
справедливі розвинення

ір,я(х) = £  !0кічХ к{х), ірнд =  І <р,„(х)Хк{х)(1х, і  -  1, 6 ,  7 = 1, 2 .
*=■ а

Розв’язок розглядуваної тут задачі шукаємо у вигляді ряду (11), 
в якому кожна з вектор-функцій и*(/) = сої(и*і(/),ми(0). N. 
визначається як розв’язок задачі

ібі



е 7і ї ї + в ^ )  "*(') = °> (60)
«*:(Ь) = ірц, Ь = 1)/0, 7 = І,- ..,6, г0 = Т/5. (61)

Характеристичне рівняння
<іеі|р>і2+дл*)3|| = о,

яке відповідає рівнянню (60), для кожного я* є  Л має чотири різні 
корені ±/і/,у = 1,2, де /і/ визначаються формулами (17); кратність 
кожного з цих коренів дорівнює 3.

Для кожного я* є  Л компоненти розв’язку ики) задачі (60), (61) 
зображаються формулами

2 З
И*іМ = £  £(£«.,,(*)£(ут ) ехр(/і„0 + Сг+тл(к ) ^ у т) ехр( -ц тг))іЧ-],

т—\ а̂ ї
2 з (62)

Ии(/) = Е £ ( С пи,(А:) ехр(/<„,0 + Сг+тлік) йхр{-иті) ) ї г ' ,
яргі 4̂ 1 

де
у ч {Ьц — ут) 1 +Ь\\Ьг\ л Ліг(Ут) = т —77— тт----- -— г, т = 1.2.

ЬпіЬп +Ьі2 - 1 ут)
а коефіцієнти Су*, ]  = 1 ,2 ,3 ,4 , # = 1,2,3, визначаються зі системи
рівнянь
2 З

іС £(/'«) ®Хр(/і,й/у) + С2+т^(^)^(7т) СХр(”/і,й/у))/у =
т-1 <7=1
2 3 (63)

іС ехр(^т ?у) “Ь С*2,+т//($) е х р ( - / ^ ,М  — (рір.,
/л—1 іу-1
визначник якої обчислюється за формулою

2

Д(А*) = 16/і2(^(у2) -  «(уі ))6 П(схр(-/і«/о) ~ ехр(/і*ґ0))9.т=1
Теорема 7. Для єдиності розв’язку задачі (57)-(59) у  просторі 

С6 ф )  необхідно та достатньо, щоб виконувались умови
(Уя* є  Л V/ є  г )  *  я 2/2, у = 1,2. (64)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1. 
Наслідок 3. Яки^о ?]2) * о, у = 1,2, /по для довільного 

фіксованого Т задача (57)-(59) не може мати двох різних розв ’язків із 
С6 ф ).

Наслідок 4. Якщо у, є  М,у = 1,2, то для єдиності ро зв’язку 
задачі (57)-(59) у  просторі С6 ф ) достатньо, щоб числа І’/'^оЯі/тс2, / =
= 1, 2, не були натуральними.

Припустимо, що справджуються умови (64). Тоді для кожного 
Хк є Л система рівнянь (63) має єдиний розв’язок, а компоненти 
розв’язку задачі (60), (61) зображаються формулами
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««(*)“  (о в ’ї ) -  ^(’/ і))"1 £  Е
!‘Ґ

,й  /’■ І(ехр(-я,„і0)-ех р (« ,„ /0) ) ^  

де
Р і(^ , ..., ?>*«) = ехр(— ехр(-2/^0) + 10 Схр(2//Го) -  5)$>ш -
-60 (»и т+  (ехр(-/і/о)-ехр(/2/о))(30^*з,„ + 1 5 ^ « ,„ ) -Ю(ехр(-2/^ 0) +

+ екр(2ц1п) + 4)<РНт 
Рг(и. <Рк\т, Рию.) = -  ,ехр(-3/ц/о)(ехр(-/і/с) + 2 ехр(/(/о))0*ія + 

+2(ехр(-2^їо) -  4 -  12 ехр(2^/о))да«и + 18(2 ехр(/2/о) + 3 е\р(~рі,)))<рш, -  
-2  ехр(,и/о)(3 ехр(-2///о) + 2 ехр(2/і/0) + Ю)^мт + (8 ехр(-/Яо) + 

+7ехр(/^о))^*5„ , - 3 ^ 6я;
Рі(р.(рк\т, ..., (»*(,») = 1/2 ехр(—/г/о)^і:!». -  2 схр(-///г))(2 ехр(-іі/о).+

+3 ехр( Шо))<рк2т + 1 /2 ехр(-и/о)(ехр(-2уи/о) + 3 ехр(2^/о) + 6)р*з.я -  
-1/2(ехр(2,м/о) + 3 ехр(-2/;/о) + 6 }<рш + 1/2(3 ехр (-/і/о) +

+2 ехр(,и/п))(«<5», -  1 ІІфкЬт-
Позначимо:

а, = ^ / 0/л. р; = яп (0,/2), у = 1,2. р=  тях{РиРг).
Якщо -/2) * 0, у = 1,2, то для всіх Я* є Л і довільного 

фіксованого числа 1п справджуються нерівності__
| е*р(-//,/<,) -  ехр(/г/Г0)І > Щ Ь  VЯ* ехр(-/?*'я* /о), 7=1,2-  (67)
При З'Г* -  0. / = 1,2. для довільного я * є Л  справедливі оцінки

|ехр(-/^/о) - ехр(/о<о)! = /о Д Г  ІІ =

:2|''іп((у'і>/ПІ^  Д * /^ -"1№)я)і з?
V/д /«(А)

' УІ

>  Лп.к'4 ' 7 = 1 , 2 ,  ( 6 8 )А1'' и,к'*
де т(А) е г  таке, що \а ^Х к -т (к)\<  1/2. Із нерівностей (68) та (31) 
випливає, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в К) чисел 

і = 1.2, оцінки
і ехр(-/і//о) -  ехр(^уГо)| > С  і я*1̂ .  7 = 1,2, Сі > 0 , 0 < с < 1, (69) 

справджуються для всіх (крім скінченного числа) Я* є Л.
Теорема 8. Нехай }’У  *  0, ц -  1,2, і нехай <р< є В̂ ‘ 2(С), у = 1, ...,

6, () > 11РТ. Тоді для довільного фіксованого числа Т існує розв 'язок
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задачі (57)-(59) із простору С г'(0). який неперервно залежить від 
вектор-функцій {рДлО.у = 1, .. .,6.

Доведення. Якщо '/ц' *  0 , ц =1,2,  то з формул (11), (65), (66) і 
нерівностей (4), (33), (67) отримуємо оцінку

2 у? 6

ІМІ£4,Лі = Х  ІІИ/ІІГ5Н5) ;£ X  X  Сг\<рікІ/,*4''9 ехр(1 \ p r j h  ) <
/~і *.--1 / - 1

Сі, Сі > о,
рл ■’

з якої випливає твердження теореми.
Теорема 9. Нехай у'{’ = 0. >у! * 0 ('або -/2) *  0, >'22! = 0) і нехай 

<Рі є  В}*(0), і = 1,...,6,<5, > 11/?2Т(або 9 і Є В ^ ( С ^ = \ , 2 ^ \ > Щ \ Т ) .  
Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебега в Щ чисел а , і довільного 
фіксованого уг (або для майже всіх(стосовно міри Лебега в Ш) чисел 
«2 і довільного фіксованого у,) існує розв'язок задачі (57)-(59), який 
належить простору С!‘(Г)) і неперервно залежить від вектор-функцій 
<р,(х),/ = 1, ....6 .

Доведення. Якщо = 0. у? ! *  0, то з формул (11), (65), (66) та 
нерівностей (4), (33), (67), (69) отримуємо, що для майже всіх чисел 
«і справджується така оцінка:

ІМІс'чй) = І )  ІІ"/!іо-//5) і  а  С4і ^ | я " Н4<м'5' : е х р (1 1 /^ Д Г )<
6

-  Сі X  ^-4. с 5 > о,/=і "І ■
З останньої нерівності випливає твердження теореми при 
>'і ' = 0,7:' ф 0. Якщо ж * 0, у1̂  = 0, то доведення теореми 
проводиться аналогічно.

Теорема 10. Нехай у, є Я ./ = 1,2. Якщо функції ір/(х),у = І,...,6 
задовольняють умови

<р, є  С2"(<7), /,">; (.ї)|д6' =  0, у = 1, ...,6, »7 = 0, 1, . . . , (Т -1, (70)
де <7 = [ 13(/> + 2)/4] + 1, т о  для майже всіх (стосовно міри Лебега в М) 
чисел Пі, / = 1,2, існує р о зв ’язок задачі (57) - (59) із простору С6(/3), 
який неперервно залежить від вектор-функцій <Р/(х), /  = 1,.... 6.

Доведення. За умов (70) справджуються нерівності
№ „| < С6/ Г  !І(^ІІс^(й)> у = 1, .. .,6, ^ = 1,2 , Сб > 0. (71)

На підставі формул (11), (65), (66) та оцінок (3), (4), (69), (71) 
одержуємо, що для майже всіх чисел а„ у = 1, 2, виконується 
нерівність

2 -т,
еф ) £  С 7 X  Ш о і Ь  X  А-1-2" - ^ ) ^ .  С7 > 0, 0 < е <  1 —{<т}./ = і ' ■ «=|
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П.Б. Василишин, Б.Й. Пташник, Л.11. Силюїа. Баї атоточкові задачі для безтшших систем

Зі збіжності ряду у правій частині цієї нерівності випливає 
твердження теореми.

For the typeless systems o f  differential equations with coefficients we investigate 
the correctness o f  the problem with multipoint conditions on chosen variable and with 
conditions o f  2n-periodicity on all other coordinates. The conditions o f  univalent 
solvability are established and the metric theorems are proved fo r  lower bounds o f  
sm all denominators which appear when constructing solutions o f  the problems.
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1976 року. Був заступником декана фізико-математичного факультету 
(1982-1987рр.), а також завідувачем кафедри математики (пізніше 
алгебри та геометрії) (1987-2002 рр.).

Любить свою педагогічну роботу, поважає здібних студентів, 
молодих науковців-колег. Зумів сформувати колектив вчених- 
математиків університетського рівня.

У сьогоденні він активно трудиться в науці і на педагогічному 
поприщі -  у підготовці математиків і фізиків, молодих фахівців 
незалежної України.

Роман Іванович -  всебічно розвинута, принципова і цікава 
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зареєстрованих ВАК України з напрямку фізика.

Вісник П ри карп атською  університету видасться українською мовою один 
раз на півроку.

Рукопис подасться автором у двох примірниках. До рукопису додається 
дискета з повністю сформованим електронним варіантом статті. Малюнки, 
графіки, таблиці, схеми подаються окремим файлом в одному із вказаних нижче 
форматів.

Загальний обсяг статті, включаючи рисунки і таблиці, не повинен 
перевищувати 10 сторінок, оглядової статті -  ЗО сторінок. Сторінки повинні бути 
повністю заповнені (без вільного місця на останній).

Електронна копія статті повинна відповідати наступним вимогам:
1. Електронна копія матеріалу подається одночасно з твердою копією 

тексту та малюнків.
2. Для тексту припустимі наступні формати MS Word (*.itf, *.doc)
З Малюнки приймаються у форматах -  TIFF, GIF, BMP, JPG, CDR. Малюнки, 

виконані пакетами математичної та статистичної обробки, повинні бути 
конвертовані у вищевказані графічні формати.

Рукописи повинні бути виконані згідно наступних вимог:

Т екст друкується шрифтом Times New Roman, 14 кеглем, через одиничний 
інтервал на папері формату A4 (поля: зверху, зліва і справа -  по 3 см, знизу -  
3,5 см; колонтитули: верхній і нижній -  по 2,1 см). Відступ першого рядка -  
1,27 см.

Ініціали та прізвищ е(а) авгора(ів) Шрифт напівжирний; вирівнювання по 
правому краю. Наступний рядок вільний.

НАЗВА СТАТТІ. Шрифт напівжирний; прописними літерами, вирівнювання 
по центру. Наступний рядок вільний.

Резюме об'ємом до 40 слів пишеться українською мовою перед основним 
текстом і англійською -  після; стиль -  курсив; 12 кегль; вирівнювання по ширині. 
Наступний рядок вільний.

Ф ормули необхідно друкувати у редакторі MS Equation Editor. Параметри: 
стиль -  курсив; розмір: Full -  14 pt, Subscript/ Superscript -  9 pt, Sub - Subscript/ 
Superscript -  7 pt. Нумерація формул подається в круглих дужках, вирівнювання 
по правому краю.
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Всі одиниці вимірювання повинні бути у Міжнародній системі одиниць 
(СІ). Розрізняти в тексті дефіс і тире (-, -) . Символи в тексті набирати курсивом. 
Між ініціалами і прізвищем, числовими значеннями і одиницями вимірювання, 
знаками логічних операцій ставити нерозривний пропуск.

Таблиці повинні бути виконані у табличних редакторах; центрування по 
горизонталі і по вертикалі; підписи до таблиць: Т аблиця 1 (шрифт напівжирний, 
вирівнювання по правому краю); назва таблиці: стиль -  курсив; вирівнювання по 
центру; написи в таблиці 12 кеглем, стиль -  курсив.

Рисунки: підписи до рисунків: 12 кегль, стиль -  курсив; вирівнювання по 
центру; (наприклад, Рис. 1. Концентраційні залежності параметра гратки і 
носіїв заряду від вмісту індію в ЗпТе)

П осилаиня на л ітературу повинні нумеруватись в квадратних дужках 
послідовно у порядку їх появи в тексті статті.

П ерелік посилань подасться в квадратних дужках; 12 кеглем.
Формати:
Книги: Автор(и) (прізвища, ініціали). Назва книги. -  Місто: Видавництво, рік 

видання. -  Кількість сторінок. При посиланні на главу книги, вказується назва 
глави (курсивом), назва книги, номери сторінок.

Журнали (Часописи): Автор(и) (прізвища, ініціали). Назва статті // назва 
журналу (використовуються абревіатури тільки для відомих журналів). -  Рік 
видання. -  Том (Т.1). -  Номер чи випуск (Вип.), -  Сторінки (С. 1362-1366).

П риклади :
[1]. Абрикосов Н.Х., Шелимова Л.Е. Полупроводниковые материалы на основе 
соединений АІУВУІ. -  М.: Наука, 1975. -  196 с.
[2]. Рогачева Е.И., Горне Г.В., Жигарева Н.К., Иванова А.Б. Область гомогенности 
монотеллурида олова //Изв. АН СССР. Неорганические материалы. -  1991. -  
Т. 27. -  № 1 .- С ,  267-270.

Ілю страції- приймаються до друку тільки з роздільною здатністю не менше
зоо арі.

До рукопису додаються:

Рекомендація до друку одного з членів редакційної колегії журналу або 
список можливих рецензентів з їхніми адресами.

Експертний висновок комісії про можливість відкритої публікації даної 
роботи (для авторів з України і країн СНД).

Відомості про автор ів , які включають у себе вчену ступінь та вчене звання, 
повні поштові та електронні адреси кожного з авторів. Вказати адрес для 
листування.
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